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	�� ��!��� �������!� �� ����� !��� 	� ����	��	��� ����	�� ����� ��

��� ���� �� �!��
	��� ����	��� +	������ ������ . �!���	2�� ���

��� �������� 	� ��	� �	������	��� %� ���� �����!�	���� �!��	��� ����

�	�!�	��� ��� �!������ ��
��� �	���	��� �� �!��� ��
�������� ��

��	� �������



Chapter 1

Reinforcement Learning

Summary ��	� ������ ������� ��� ����� �� ��)!���	�� ���	�	��

���	�� ��� ������	���� ��� �����	��� 7 �	�� 	����!��	�� �� ��� ����

�� �	��������� ����	�� ����	��� �� ��� ����	�	��� �� ����
 ���	�	��

�������� �	�� �������� ��� ���	�� ����
��	�	�� ��� ���� ��������

�������� �� ��� ���!� �� �	��������� ����	��� $� ����	�� ���

���	�� �� ���	���	�� ��� ���� �� ����	�� ���	��� ���	�	�� ������	���

��	�� ������ �� ��� ������� �� 
��!� ���	�!��� �� � ���	�!�� ��	�����

������� ����	����� �� ��� ���������� ����
���� ���� �!� �!� ��� ��

�*���� ���� �� ��� ���	���� ����
���� ����	��� %� ��	� ����	��� � �����

	�� ������ ��!�� �� ���!����� ��� ���
�� �� � ��������	� ���	�	2��

�	�� ������ � � ���	�� ����� ������� '��	�� ����� ������� �� ���

���!� �� ��	� �	������	��� ��� ������ �����!��� �	�� �� �
�
	�� ��

���	�� ����� ������� 	� ������ ��� ������ ��� �� ���	��� �������

	� ���	�� ����� 	� ���	�!���

1.1 Markov Decision Processes

������������ �������� 	� ��� ������ �� ����	�� �� ����
� ���	�����

�	�� ������ �� ���� ����� �������� 
��!� �
� � ��	�� �� �	��� ���

����	�� ������ ���� ��� ��� �� ���� ��� ����� ����
	�� � ���

�!� ����� �� ��� ��
	������ 	� 	������� �	��� ���� �	
�� ��� ����

���	�� �� ��� ��
	������ ����� s(t) �� �	�� t �� �� 	��!� "��� ���

!� -�-#� ��� ����� ������� ��� ���	�� a(t) �����	�� �� ���� !���

.
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	������ !��

������ ���� �������

���	�� ����	��� �� ���

������ T ��� �������

�!��� ����� s(t) 	���

��� ��� ����� s(t+1)� 7

��� 	������� ���!���

�	��� ���!� ��� ��
	������ �� ����� %� ���	�!��� ��� ���������

����
 ������ 	� ���!���L �	
�� ��� ���� ����� �
����� ��� ��*�

����� 	� 	���������� �� ��� �	����� @�!���� �� ���!�� � ���

���������
��� ��
	������� ��	�� ����� ���� ���	�� ��� ���� ���	��

	� ��� ���� ����� ��!�� ���� �� � �	����� ��*� ����� ��� ������� �	��

����� �������� �	����� 7���� ������ �� ��� �!���� �� ��� ������	���

������	� �� ����	�� ����	����� �� ���!�� ���� ��� ��
	������ 	� 
���

������L 	���� ���� ��� �����	�	�	�� �� ��� ��*� ����� ��� �	����������

�	
�� ��� �!��� ����� ��� ���	��� �� ��� ������ �	�� �	���

MDP ��� ����� �� ������� ����	��� ���
� ��� �� ������� ��

����
 ���	�	�� �������� "����#� 7� ��� 	� � 3��!��� 〈S, A, T , ρ〉�
����L

� S 	� ��� ��� �� ������ 

� A 	� ��� ��� �� ���	��� 

� T :S×A→P(S) 	� � ����	�� ��� ������ �� ��� ��
	������ ���



������� �	 ��
��������� �����
�� 6

���	��� �� ��� ����� �� �����	�	�� �	��	�!�	���� �
� ������ ��

��� ��
	������ ���

� ρ :S×A→ R 	� ��� ����� �!���	���� ����	�� ������ �� ��� ���


	������ ��� ���	��� �� ��� ����� �� 	����	��� ����� $�

���!�� ���� ��� ���� ρ(s, a) 	� ��!���� �� ���� �*�� 
��!�

rmax �� ��� s ��� a�

POMDP ��� ��� ������* ���� 	� ���� ��� ����� 	� �� �����

���� �� ��	���� �����	�� ��	�� ����� �� ��� ��� 	� 	� �!����� 	��

��	� �	�!��	�� 	� �����	��� ������ ���������� ����
���� �	��� ��
���

������ �� ��� ��
	������ 	��!�� ��� ���� ����
��	��� ��� ������ ��

a (t)

s(t+1)s(t)

o (t)

r(t+1)

���� ���� �� ����	��	 ������ ���
�� ��	�� �� � ������

������	�� �� ����
��	�� 	� ����

���� �� �� ����
��	�� �!���	��

B(s(t))� ��� ��!��	�� ����� 	� �

��������� 	
����	�� ����� �����


�� ����

 "�����#� %� � ������

�� ���� �	�� ���� "��� +	�!� -�/#L

��� ����� ����
�� o(t) ���������

	�� �� B(s(t)) ��� ������ �� ���

�	�� a(t) �����	�� �� 	�� ��������

	��!�	�� � ����� ����	�	�� �� ��� ���


	������ ���� ���	
�� ��� ����

r(t)� ��
	�!���� �� ��� 	� � �	
	��

���� �� � ����� �	�� ��� �������

��� ����
��	�� �!���	���

+������� � ����� 	� ������ �� � �!��� 〈S, O, A, B, T , ρ〉 ����L

� S 	� ��� ��� �� ������ 

� O 	� ��� ��� �� ����
��	��� 

� A 	� ��� ��� �� ���	��� 

� B 	� ��� ����
��	�� �!���	�� B : S→ P(O) 

� T :S×A→P(S) 	� � ����	�� ��� ������ �� ��� ��
	������ ���

���	��� �� ��� ����� �� �����	�	�� �	��	�!�	��� �
� ������ �� ���

��
	������ 

��	� P(Ω) 	���	 ��	 �	� �� 
���������� ������������ 	��	 �� ���	 �
��	 Ω�
��� �� ���	���	� ����	 ������������	 �� �		����



������� �	 ��
��������� �����
�� -?

� ρ :S×A→ R 	� ��� ����� �!���	��� ����	�� ������ �� ��� ��
	�

������ ��� ���	��� �� ��� ����� �� 	����	��� �����

Experience 7 ����� �� 	������	�� ������� ��� ����� ��� ��� ���


	������ ��!��� 	� � ��)!���� �� �
����� ����� �
����� ��	�� ��

����
���� �� �� ������ �����	�!�� 	�� �*��	����� $� ������ �� Ht

��� ��� �� ��� ����	��� �*��	����� �� ������ tL

Ht = {〈o(1), a(1), r(1), . . . , o(t), a(t), r(t), o(t + 1)〉} ,

���� o(t) ∈ O 	� ��� ����
��	�� �� ��� ����� �� �	�� t a(t) ∈ A 	� ���

���	�� ��� ����� ��� ������ �� ���� �� �	�� t ��� r(t) ∈ ρ 	� ��� ����

���	
�� �� ��� ����� �� �	�� t� %� ��� �� ����	�� ���� ���� �������

	� � ��� �� ��� �*��	���� h �� �	�� τ� �� �	��� �� �*������ r(τ, h)

��� a(τ, h) �� ��� τth ���� ��� ���	�� 	� ��� �*��	���� h� $� �	��

���� !�� hτ �� ������ � ���* �� ��� ��)!���� h ∈ Ht �!������ �� �	��

τ≤ tL hτ ���
= 〈o(1), a(1), r(1), . . . , o(τ), a(τ), r(τ), o(τ + 1)〉� 0����	���

�� ��!�� ���� �� �	��!�� � ��� �� �
���� ��	�� 	���!��� �!� 	� ���

�	�	��� �� ��� �*��	����� ���� ���!�� ����� �� ��� ��
	������ s(t)�

��	� �!������� ��)!���� �� �
���� �	�� �� ������ � ��
����

Return 7� �*��	���� hL〈r(1) . . . r(i) . . .〉 	���!��� ��
��� 	����	���

������ ���� ��� �� ����	��� �� ��� � ������ R(h)� ���� �� �	��

����� ���� �� )!���	�� ��� ���	���	�� �� ��� ������� ����
	� 	� ���

!�����	�� ����
 ���	�	�� ������ (S, A, T , ρ)� $� ������ ���� ����

�	�	�	�	�� ���� ��� �	�� ������ ���������� �� ��� ���� ���� 7���� ��

���!� �� ��!�� ���� ��� �� ����!��� "� ����*	�����# !�	�� ���

��� N ������ ��� �� ��!���� 	� �����!�� 
��!� �� Rmax�

��� �	������ ����� ����� �	��	�� ����� 	��� ����!�� ��� �*�

������ ���� �� ��� ��*� N ����� �� ��� ��� !��	���!���� ��	��

��	2�� ��!�L R(h) =
∑N

t=0 r(t, h)� %� ��	� ���� Rmax = Trmax� ��	�

�	��	�� ����� 	� ��� �����	���� �	��� 	� ���� ����� �� ����� ���� ���

���� ��� ������ �� 	�� �	���

��� ������� ������ �	��	�� ����	��� ��� �
���� ���� �
� ��

	���	�� �	�� ���� �� ��� ��� !��	���!���� 	���	�� ��	2�� ��!�L

R(h) = �	�
N→∞

1

T

N∑
t=0

r(t, h) .
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���� ����
	� ��!�� �� �
������� �!� �� ��� �
���	�� �	�� ��� �����

!� �����

%� ��� ������� ����� ��
������ ������ �	��	��� ����
	� 	�

���	�	2�� 	� ��� ������	�� ��� A<;� -11BL ��� �	� 	� �� ��*	�	2� ���

�����!� ����� �!� ����� ���� �� ���	
�� 	� ��� �!�!� �� ����

���	����� �	���!���� �� ��� �	���!�� ����� γ ∈ (0, 1)L

R(h) =

∞∑
t=0

γtr(t, h) .

��� �	���!�� ����� γ ��!�� �� 	�������� �� ��� �����	�	�� �� �*�

	��	�� �� ������ ����� � �� �� 	�F��	�� ���� %� 	� )!	�� 	��!	�	
� ��


��!� � ����� ���	
�� � ��� ��� ��� ���� ���� �� 	����	��� ����

�� �
�� 	� ���� ���!�� �� ��� ���� )!���	��� %� ��	� ���� �� ���

����*	���� R !�	�� ��� ��� Tε = ���γ
ε

Rmax
	����	��� ������ @��

	�� Tε ����� �� ��� ����*	���� R �	��	� ε �	��� Rmax = rmax

1−γ
���∑∞

t=0 γtr(t) −
∑Tε

t=0 γtr(t) < ε� %� 	� 	������� ���� �� �� ���� �� ���

��*	���� ��� ��!� 	� T ������ �	��� ��� ������ �� ��� ��	2�� �����

!� �� �� 	������� ������� 	� �! ����!���	����

%� ���� ����� ���� �	���� 	� ���	���� ���� �� ��� ��� �� �*��	�����

+� �*����� ���� ��!�� �� �����	�� ��!�� ��� ��2� ���	
	�� �

���� ���� 	� ��� �*	� 	� ��!��� ����� ����� �� !�!���� ���� ��

���
�� �!� ���	� �� �����2�� $� ���� ��	� �	�� �� �	�!��	�� �� ���
���

�������

Policies 7 ���	�� 	� � !�� ����	��	�� ��� ����
	�! �� �� ������ $�

	����	�� � ���	�� µ �� � 
���� �� �������� θ� ����� ���

 Θ 	�

���� ������	��� ��� �� ���	�	�� ������	2�� �� θ ∈ Θ� 0����	����

�� ���� � ���	�� �	�� �������	2��	�� θ �	���� � D���	�� θE� 5�������

�����	��� 	� � ������ � ���	�� µ : H×A→ [0, 1] 	� � !�� ����	��	�� ���

�����	�	�� �� �����	�� ��� ���	�� �� ���� �	�� ���� t �� � �!���	��

�� ��� ����� ��
	�!� �*��	���� ht� 	���� ��� �������� ��)!���� ��

����
��	������	�� ��	� �	��� �	�� ?� ��	� �	�� �� ���	�� 	� ���� ��

������	��� 	������ ��� 	� ��� ����	���� �	��� ��� �!��� �� ����	���

�*��	����� ���� �*������	���� �	�� �	���

$� �	�� ����	�� ��� �	���	����	���� ��� ��� 	� � �������� ���

��� "�#� �����	��� ������ 
��������� � �������

� ��	�� �������

�� ���	�� ����� ���� �� ��� ���� ����
��	��� 4����	
� ���	�	�� ��� ��
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�	�� � � �����	�	�� �	��	�!�	�� �
� ���	���� ������	
���� +�������

��������	� ���	�� µ(a, o, θ) ����	��� � �����	�	�� �� ���	�� �� ���	��

a� ��	�� �����	�	��	� ����	
� ���	�� µd(s, θ) ���!���� ����	��� ��	��

���	�� �� ����� ��� ������ 	� �� !�� � ������ � �� �������� 
����

�� ��� �������� �� ������ ���� �!�	�� ����!�� �� ��
	�!� �*��	�

����� � ������ �� �	���� ������ � ��� ��
	�!� ����
��	��� ���

���	���� 0!�� � ���	�� ����� 	��� ����!�� ���� ��� ��� ����
��	��

��� ��� 	������ ����� �� ��� �������� ���� �����	�� �� ���	��� ����

�� ��	� ��� 	� �������� �	�� ��������	� ���	�	��� %� 	� ���!��� ����

�� ��� ��������	� ���	�� ��� �����	�	�� �� �����	�� ��� ���	�� a 	�

��!���� ���� ��� 2��L 0 ≤ c ≤ '(a|h, θ)� �� ��� h ∈ H ��� θ ∈ Θ�

Value 7�� ���	�� θ ∈ Θ ������ � ����	�	���� �	��	�!�	�� '(h|θ)

�� ��� ��� �� ��� �*��	����� H� ��� 
��!� �� ���	�� θ 	� ��� �*������

��!� �����	�� �� ��� �����	�	�� �	��	�!�	�� 	��!��� �� ��	� ���	��

�� ��� ����� �� �*��	�����L

V(θ) = :θ [R(h)] =
∑
h∈H

(
R(h) '(h|θ)

)
, "-�-#

���� �� ��
	�� �� 	����!�� ��� �����	�� :θ �� :��(h|θ)� $� ���!��

���� ��� ���	�� 
��!� 	� ��!���� �� Vmax� ���� ����� �� ��!�� ����

��!�� �� ���� ��!���� �� Vmax �	��� 
��!� 	� � ��	����� �!� ��

��!��� 7����� 	���	�	� ���!���	�� ��� 	� ���� ���� 	� ���� �	
��

����	�� ����� �� ��� ��
	������ � �������	
��� � �	��	�!�	�� �
�

	�	�	�� ������ ��	�� 	� ������� 	��� ��� �*������	��� 0����	��� 	� �����

����� �� ����� � 
��!� �� ���� ���	�� θ �� � �	
�� ����� s� �������

V(θ, s)� ��	� 
��!� ��������� �� ��� ��!� ���!�!����� 	� ��� �����

����� 	� ����� s ��� �*��!��� ��� ���	�� θ�

Optimality %� 	� ��� ������� ������	
� �� ��� � ����
	� ��	�� ���

�	�	2�� ���� �����!� ����!� �� ��������� +������� 	� ����� �� ���

� ���	�� θ∗ �	�� ���	��� 
��!�L θ∗ = ����*θV(θ)� %� 	� � ��������

������ �� ���� A-11B ���� ���� �*	��� �� ���	��� �����	�	��	� ��

���	
� ���	�� θ∗ : S→A� @����!������� ��	� �	�� �� ���	�� ������ ��

!��� 	� ��� ���	���� ����
���� �������� ����!�� �� ��� !�����	���

	� ��� �!��� ����� �� ��� ������� ��� ���	��� �����	�	��	� ���	�� 	�

������ �	��� ��
� �� �� ��������� !�	�� �� 	���	���� ���� 	������

������
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1.2 Solving Markov Decision Processes

Bellman equation %� 	� 	������� �� ��� ��
�������� �� �����	��

�� ��� ����	�� ��� ���� �� ���	�� ��� ���	��� ���	�� �� �� ��� 	�

��� ���� ���� ��� ����� ��������	����� ����� ��� ����� �� ��� ���


	������� ��	�� ����� ��� ��������� �� ��� ���� ��� ����	�	��

�!���	��� ρ ��� T � %� ��� ����� ����� 	� ���� ����� s ��� �*��!���

��� ���	��� ���	�� θ∗� ��� 	���	�� �	���!���� �!� �� ��������� ����

V(s, θ∗) = ��*θ :θ [
∑∞

t=0 γtr(t)]� ��	�� �� ���� ��� ���	��� 
��!� ��

��� ����� s� %� ��� �� ����� A-11B ���� ��	� �!���	�� 	� ��� !�	)!�

���!�	�� �� ��� ������� �������L

V(s, θ∗) = ��*
a∈A

(
ρ(s, a) + γ

∑
s ′∈S

T(s, a, s ′)V(s ′, θ∗)

)
, ∀s ∈ S. "-�/#

��� 	��!	�	�� ���	�� ��	� �)!��	�� 	� ���� ��� ���	��� 
��!� �� ���

����� 	� ��� �!� �� ��� 	����	��� ���� �� ��� ���	��� ���	�� 	� ��	�

����� ��� ��� �*������ �	���!���� 
��!� �� ��� ��*� ����� >��� ���� 	�

��� ����� ��� �	
�� ��� ���	��� 
��!� �!���	��� 	� ��!�� ��	�
� ���

���	��� ���	�� µd(s, θ∗) ��L

µd(s, θ∗)=�� ��*
a∈A

(
ρ(s, a)+γ

∑
s ′∈S

T(s, a, s ′)V(s ′, θ∗)

)
, ∀s ∈ S. "-�1#

J���
�� ��� ����� �� ��� ��
	������ 	� ���������� !������ �� ���

����� 	� ���� ������� ����	���� 	� �	��������� ����	��� ����

�� ��� ������ �	���	��� 	� ���	�� ��� ���	��� ���	�� �	���!� ���

�����L ����	�� � ����� ��� !�	�� 	� �� ��	
� �� ���	��� ���	��

"�����	�
��# ��� ����	�� �� ���	��� ���	�� �	���!� ����	�� �

����� "���������#�

Q-learning  ��������� �� $���	�� A-=1� -=3B 	� �� �*����� �� �

��������� ����	���� ��	�� 	� 
�� ���!�� 	� ����	�� ����	��� 7����

���!� �� ��� ���	��� ����� 
��!�� �� ����� ��� ���	��� ���������	��


��!� Q∗(s, a) �� �*������ �	���!���� �	��������� ���	
�� �� �����

	�� �� ����� s ��� ���	�� �� ���	��� ���	�� a� ���� ����	�!	�� �����	��

�� ��� ���	��� ���	�� µd(s, θ∗)� ��� ���	��� ���������	�� 
��!� 	� � ���

�!�	�� �� ��� ������	�� �)!��	��� ��	�� 	� � ���������� �� ��� �	�	���

,������ �)!��	��L

Q∗(s, a)=ρ(s, a) + γ
∑
s ′∈S

T(s, a, s ′)��*
a ′∈A

Q∗(s ′, a ′), ∀a∈A, s∈S. "-�3#
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>��� ���� V(s, θ∗) = ��*a∈A Q∗(s, a) ��� ������� �� ���	���

���	�� 	� �	
�� �� µd(s, θ∗) = �� ��*a∈A Q∗(s, a)� �� �� ��� ����!��

µd(s, θ∗) ��� Q∗ �	���!� ����	�� ρ ��� T �

��� ���	� 	��� �� ��� ����	���� 	� ���� �� ��	���	� ��� ��� ��


��!� ���	����� �� ���������	�� ��	�� ��	�� ������� ��� ������� ��

�!�!���	
� �	��������� ��� ����� ��!�� ��� ����	�� �� � �	
�� �����

�� �����	�� � �	
�� ���	��� ��� ������	�� � ���	�!�� ���	�� ���

���� ��� ����� 
��!�� �!	�� ��� ����
	�� ��
	�	�� �� �����!�	��

�� �� � ����	��� ����� ���	�	2��	�� �� �
�� �����

5	
�� �� �*��	���� 	� ��� ����� �������	2�� �� ����	�� �����

s� ���	�� a� ���� r� ��!��	�� ����� s ′ ��� ��*� ���	�� a ′� ��� ������

���	�� ��	 !����� !�� �� M�����	�� 	�

Q(s, a)← Q(s, a) + α

[
r + γ ��*

a ′∈A
Q(s ′, a ′) − Q(s, a)

]
. "-�;#

$�	�� ����	��� ��� ���	�� ��� �� �*��!���� �� ���� �� �� �� 	��

��	���� ���� !� ���� ���	�� 	� �!������� �� �� ����� 	���	���� �����

�� ���� ������ ��� ��� ����	�� ��� α 	� �������� �����	������ @��

�� ����� ����	�	��� ��� ���	����� Q(s, a) �	�� ���
��� �� ��� ���	���


��!�� Q∗(s, a) �	�� �����	�	�� ��� A-.;� -=1B�

SARSA ��� ���� ����	���� �	��� ��� ��� �����	��� M�����	��

����	��� A-=1B 	� ����� ���� ���� !�	�� ��� ��*	�!� Q�
��!� ���

��� ��!��	�� ����� �� �� ���	���� �� ���� ������� 
��!�� 	� !��� ��� Q�


��!� �� ��� ��!��	�� ����� ��� ��� ���	�� ���� ��� ���!���� ������ 	�

���� ������ ��!�� ��� 
��!�� ������ �� ����	�	
� �� ��� ���	�� ��	��

�*��!����

5	
�� �� �*��	���� 	� ��� ����� �������	2�� �� ����	�� �����

s� ���	�� a� ���� r� ��!��	�� ����� s ′ ��� ��*� ���	�� a ′� ��� ������

���	�� ��	 !����� !�� �� ����"?# 	�

Q(s, a)← Q(s, a) + α [r + γQ(s ′, a ′) − Q(s, a)] . "-�<#

%� �!�� ����
 ����	��� M�����	�� 	� !�!���� ��� ����	��� ��

���	��� %� ����� M�����	�� "��# ��� �� ����� �� ��	� �� ���
��� ��


�� �	���� ��������
 ����	�� A-;=B� '��	�������	�	
	�� 	� ����� ����

�� � �	��	�	��� ����!�� 	� ����� 	��!�� �� �*�����	�� ��� �����	������

�
����� �� �� ���
����� �	�
������ 	�	��	 ������� �	������ ��������� !�"#$�
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J���
�� 	� ��������
 ����	��� ���	�������	�	
	�� 	� ���!���� �� ���

���� ,���!�� ����
��	��� �� ��� !�	)!��� �������� �� !�����	��

������� ��� 
��!� �� � ���	�� ������� �� ��� �	��	�!�	�� �� !�����	��

������ �	
�� � ���	�!�� ����
��	��� ,!� ��	� �	��	�!�	�� ��������

������� �� ��� ���	��� 0�� ��� 
��!� �� � ������ �	
�� � ���	��� ��� ����

�� �
��!���� ����� �!������� ���� ������ >��� ���� ���� ���� 	�

!��� 	� � ��������
	�� ��
	������� ��� ������� s ��� s ′ 	� �)!��

�	�� "-�<# ������� ������	���� ��	�� !�!���� ��� �������� �� ��
���

�������

��� ���� ����	��� ��� �� �!������� �� �� ��	�	�	�	�� ����� ��

�	��� ��� ��������� ����(λ) ����	��� "��� 0!���� ��� ,��� A-<.B ��

����	��#� ����(λ) ����	��� � ����� �� ����	����� ���� �����	���

���	�� �� λ 	� ���� ������	�� �� ��� ������� $	�� ��� ������� λ

��� �� ?� ����(λ) ������� ��!�� ����� $	�� λ ��� �� -� 	� �������

� �!� ������9��� ������� 	� ��	��� �� ��� ��� �� �
�� �	��� ����

���������	�� ��	 	� ���!���� ����� ��� �!�!���	
� ���� ���	
�� ��

��	� �	�� ���� ��� ���������	�� ��	 ���!��� '!� ������9��� �����

	��� ����� �� ������� �� ���	��� ,������ �)!��	�� ����	�� ��� 
��!��

�� �!���)!��� ������� 0	��� 	� 	� ����� 	�����	��� �� ���	��� ��� ,������

�)!��	�� 	� ���	���� ����
���� ����	��� ������9��� 	� � ���������

���	��� 5�������� ����(λ) �	�� � ���� 
��!� �� λ ����� �� �� ��� ����

�����	��� ����� ��� ���
���	���� �	��������������	�� ����	����

�� ���
	�� ���	���� ����
���� ��������

Learning in �����s ���� �� ���� ��������� �� ����	�� �� ���

��
� 	� ���	���� ����
���� ����	��� ���� ���� �!���� 	��� ����

�������L ���	��� ���������� ��	�� ������ ��� ������������

��� ��� ������� 	� �� ����� �� ��� ���� ����	��� ��������� ����

	��� %� ���� ���	���� ����
���� ����	��� ��������� ���	�	�� ���

���!���� ����� ��	�� ����� ,��	� �	��������������	�� �����	)!���

�!�� �� M�����	�� A-=3B� ����� ����� ����� 	� ���	���� ����
����

����	��� �!� �� � 
�� ����� ����
 ���!���	��� 8	����� ������ A=<B

���� ���	�� ��� ���	��� ��������� ���	�� 	� >'����� J���
��

8��� ��� 0	��� A=6B �����	
��� ����������� ���� �����	)!��� �!��

�� ����(λ)� ���� �� ��� �	����� ����� ���	�	2	�� ����� �����

���� ���� ,������ ��	�!��� ����� ����� 
�� ����� %� ���	�	���

G�������� G����� ��� 0	��� A<.B ��
� ��
������ �� ����	��� �� ����

	�� ��������	� ��������� ���	�	��� ��	�� ��� ����� �	��	������� ����

�� ���� �����	�	��	� ���� A-;.B�
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��� ����� �� ��	�� ����� ������� �� ��� ��	�����	2�� �����

�������� ��	�� ��� ������ ���	��� ����� �� � ��	�� �	���� �� ��
	�!�

����
��	���� +� ���� ������� ��	� ��� �� )!	�� �����	
� A6=� -1<B�

��� ��������� �� ��� !�� � ��	����	2� ������ ��	�� ��� ����	���

�� 	���	�����	2�� "��� ������� ������� ���� � ��	�� �!��� ��

�
����� �!� ����� �
���� ��� �� ��	��	�� �� 	� ��� ����#� $	�	��

��� 0���	��!�� A-=;B ������� �!�� �� �������� 	�
��
	�� ����	��

� ���	�� ���� 	� � ��	�� ��)!���� �� ��������� ���	�	���

7����� ����� �� ��������� ���!��� �������� ��������� �� ��� !��

����	�� ������� ������� �� � ������ 5	
�� � ������ 	� 	� ����	���

�� ������� ���	��� ���!�	�� A<=B� � �� ����� �� ����*	���	��� 	� �


�	��� �� ���� A;=� ;6� <?� -?3B� ��� �����	���&,����	��&�������

	� ����� �� !����	�� ��� �	��	�!�	�� �� �����	�	�	�� �� ��� ��
	���

���� �� �� 	� � ���	�!�� ����� "� ��� ��������� ���	��# �� ���� �	��

����� !�	�� ��� ���� ����� ����
��	��� A11� <?� 1/� <=B� ��� ����

��� 	� ����!����� �� � ��� ��� !�	�� ���	��������� 	������ �� ���

�	�	��� ������� @����!������� ��� ,����	�� ����!���	�� 	� �	���� 	��

�������� �� 	� ������� ��� ����	�!�!� ����� �� ���	��� ��� ����	���

�!��	�!�� �� ����	��� ��)!���� �� ����
��	���� ����� ������� ���� 	�

�	��	���� �� ��!���� �	�� �����	)!��� �!�� �� 
�	��	��� �� ��� ,�!��

$���� ����	��� A-13� -1;B �� ����	�� ��� ������ �� �	��� �����������

�	��������������	�� ��������

�� �����!��� ���� �� ���� �Æ�	��� ����	���� �� ��� ���� ����

��� ����� ��� ������ 	������	�� ���!� ��� ��
	������� 7� ���	���

���	�� 	� ����	��� �� ����	�� ��� ���� ����
��	�� 	��� �� ���	�� ���

��� �� ����!��� 	� �������	�� �	�� 	� ��� �	2� �� ��� ����� ��� ���	��

������ ��� ��� �����	
� �	�� ��	2�� A-=B� J���
� 	� ���� �����

��� ��
	������ ����� 	� ����	��� �� � 
���� �� ��
��� 
�	������

��	�� ����� ��� ��
	������ ����� �	2� �*������	�� 	� ��� �!��� ��


�	������ 7���� !��� ��� ���	��	� ���!���	���� ���� � ����� ��

��
	������ �����	�� 	� !������ ��� ��� ��
	�������� ����� 	� ���

����
����� ���� ������� �	��� ��� ���	��� ���	�� ��!�� ������	����

������ �� ��� ����� �	���� �� 	������	��� ��� �� ��� !��	���!����

��	�� ��	2�� ���� ���	�� 	� 	� ����	���������� A--6B�
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1.3 Optimization in Policy Space

'��	�� ����� 	� � ���	�� �� ������� ��	�� ����� �	��� ����� 	�

���	�� ������ '����� A-/6B ����	��� ���� �	��� ����� �������� ���

������ ��	������� ���	�� ����� ������� 	� ��	�	����� �� I���	���

����� �� �!���� 
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Chapter 2

Policies with Memory
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V(θ) = :θ [R(h)] =
∑
h∈H

(
R(h) '(h|θ)

)
.

>��� ���� ��� ���	�� 	� ������	2�� �� � 
���� θ= {θ1, . . . , θn}� %� ��
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� �� V(θ) �� ���� θk� 	� ��!�� �� ����	���

�� �� �*��� ���	��� ������ "��� � ���� �� ��!���! �� ��� A-?3B# ��


��!� V() �� ���	�� !������

∆θk = α
∂

∂θk

V(θ) .

0	��� R(h) ���� ��� ������ �� θ�

∂

∂θk

V(θ) =
∑
h∈H

(
R(h)

∂

∂θk

'(h|θ)

)
.

8�� !� �*��	�� ��� �*����	�� �� Pr(h|θ)� ��� ����
 ���!���	��

	� ������ ������ ���� '
(
h|θ
)

= '
(
s(0)

) T∏
t=1

'
(
o(t)|s(t)

)
'
(
a(t)|o(t), θ

)
'
(
s(t+1)|s(t), a(t)

)

=

[
'
(
s(0)

) T∏
t=1

'
(
o(t)

∣∣s(t))'
(
s(t+1)

∣∣s(t), a(t)
)][ T∏

t=1

'
(
a(t)

∣∣o(t), θ
)]

= Φ
(
h
)
Ψ
(
θ, h

)
.

Φ(h) 	� ��� ����� 	� ��� �����	�	�� ������ �� ��� ��� �� ��� �*��	����

��������� �� ��� ��
	������� ���� 	� !������ �� ��� ����� ��� ���

���� �� �������� Ψ(θ, h) 	� ��� ����� 	� ��� �����	�	�� ������ �� ���

��� �� ��� �*��	����� ��������� �� ��� ������ ���� 	� ����� �� ���

����� ��� ��� �� ����!��� "��� �	�����	����#� >��� ���� '
(
h|θ
)

��� �� ����� !� ��	� ��� ���� ���� �������� �*��!��� � ����	
�

���	�� ��� � ���	�� �	�� 	������ ����� "��� �� �*����� ��� ��	
��	��

�� 	������ ����� ��)!����� 	� 0�������� �	������	�� A-;-B#� ���	�� 	���

����!�� ��	� ��������	�	��� �� ���L

∂

∂θk

V(θ) =
∑
h∈H

(
R(h)Φ(h)

∂

∂θk

Ψ(θ, h)

)
.
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4��	�	�� Ψ
(
θ, h

)
�� � ���!�� �� ���	�� ���� µ

(
a(t), o(t), θ

)
���

���	�� 	��� ����!�� ���� 	� � ��!�� �� ���� �*��	���� h� ��� ����

����
��	�� o ��� ���� ����
��	������	�� ��	 (o, a) ��!�� �� ����!��

���� ��
��� �	���� �F����� �� ��!��� 
�	����� Nh
o ��� Nh

oa ������

�	
���� �� ��
�

Ψ
(
θ, h

)
=

T∏
t=1

'
(
a(t)

∣∣o(t), θ
)

=
∏

o∈O,a∈A

µ(a, o, θ)Nh
oa .

8�� !� ����	�� ��� ���� ���� �� ���� ������� θk ��� j �= k ��

��
� ∂
∂θj

µ(a, o, θ) = 0� ���� ���� ���� 	� ��� ������� θoa �� ����

����
��	������	�� ��	 (o, a)� +� ��	� ���� ∂
∂θoa

Ψ
(
θ, h

)
=

(
∂µ(a, o, θ)

∂θoa

)
Nh

oaµ(a, o, θ)Nh
oa−1 ×

∏
o ′ �=o,a ′ �=a

µ(a ′, o ′, θ)Nh
o ′a ′

=

(
∂µ(a, o, θ)

∂θoa

)
Nh

oa

µ(a, o, θ)N
h
oa

µ(a, o, θ)
×

∏
o ′ �=o,a ′ �=a

µ(a ′, o ′, θ)Nh
o ′a ′

=Nh
oa

(
∂µ(a, o, θ)

∂θoa

)
1

µ(a, o, θ)
×

∏
o ′∈O,a ′∈A

µ(a ′, o ′, θ)Nh
o ′a ′

=Nh
oa

(
∂µ(a, o, θ)

∂θoa

)
1

µ(a, o, θ)
× Ψ

(
θ, h

)
=Nh

oa

(
∂ ��µ(a, o, θ)

∂θoa

)
× Ψ

(
θ, h

)
.

>��� ��� ������� �� µ() 	� ��� �����	����� ��	�� �)!	�� �� ���

�!���	�� �� ����2�� �����	�	�� �� ��� ���	�� !��� ��� �����	�� θ�

$� ��� ������ �*���� ��� ��	
��	
� ��

∂

∂θoa

V(θ) =
∑
h∈H

R(h)

(
'(h|θ)Nh

oa

∂

∂θoa

�� µ(a, o, θ)

)
.

J���
� 	� ��� ��		� �� �	��������� ����	��� �� ������ ���!�� ���

��������� �� � ���� ����� ���� ��!�� ����� !� �� ����!���� Ψ(h)

��� �!���)!����� '(h | θ)� ��	��� �� �� ���� �� ����� �!����	��

�
� ��� ����	��� �*��	����� h ∈ H� J�������� �� �!�� ����� ��


����
��� �������� �
���� 	�������

4���� 2.1.1 &� ���� ����� ���� ��� ������ ������� R(h)' ��

������ ��� ������ 
������
 � �� ������
 ��� �

��	��� ���
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������� (� ��� ��
� � ���
��� ��
�
 )
�� �� **+' ����� �
 � ���

�������� �

�	��� ,� 
�� ���� ��
�
' � ������ �
 �������� �� ���

���������� 
���
' 
 �� �������� ���� 	����� ������ �

������� ���

	� 	������ )��
 
�� ��������� ����� -*./0+� (� ��� ��
� � �������

����� ��
������ �������� ���� ��
���� ����� γ ∈ [0, 1) ��� �


������� θ' ��� ����� )
�� ������� *�*+ �
 V(θ) =
∑∞

t=1 γt:θ [r(t)]�

(������ ��� ��������� 	� ����� ��� ��� -10 ���
 ����� ��� 	�

��������� �
 V(θ) =
∑∞

t=1 γt
∑

h∈Ht
'(h | θ)r(t, h)� "�� �
 �!�����

��� ���������� ∂V(θ)
∂θk

=

∞∑
t=1

γt
∑

h∈Ht

[
r(t, h)

∂

∂θk

'(h | θ)

]

=

∞∑
t=1

γt

[∑
h∈Ht

'(h | θ)r(t, h) ×
t∑

τ=1

∂ �� '
(
a(τ, h) |hτ−1, θ

)
∂θk

]
.

"/�-#

&� 
����� ��� ��� ��
���	���� � ��
����
 	� ����������� ����

��� ����������' ��� ��������� ������ ���� ����� �� �
������ �

��� ��������' �� ��� t ������������ ��� ���������
2

γtr(t, h)

t∑
τ=1

∂ �� '
(
a(τ, h) | hτ−1, θ

)
∂θk

. "/�/#

+� � ���	�!�� ���	�� ���	����!�� ��	� ��� �� ���	�� ��������� 	���

� ���	��� ������ ����	��� ���� 	� �!������� �� ���
��� �� � ����� ���

�	�!� �� V()� $� ��� �� ��	� ����	��� �� ����� �� �������� �
����

����� 
������ ��� ��� �� ��� ��� �������� 	� ��	� ����	� ��	���

������� ��� ����	���	�� �� ���	��� ������ ����	���� �� 
�	�!� ���	�

����!�� �� ��� ��������� %� ���	�!�� �� �	�� �*���� ��� ���������

�� ��������� �	�� �*����� ������ ��� ��������	� ��	�� ����� ����	��

��� �	��	�!��� ��������� �� �������	�� ������� $� �	�� ������ ���

��!��	�� ���!��� �� �� ����	�� ���	����!�� 	� �!��� ��������

2.2 ���� with a Lookup Table

%� ��	� ����	��� �� ������ ����� �� ��� ���� 	� ��	�� ���	�� ��������

�� ����� 	� � ����� ��	��� ���� 	�� ���� 	� ��� ������� θoa ��

���� ����
��	������	�� ��	 (o, a)� >��� ���� 	� 	� ��� �������� ��

!�� ��� ��)!���������� ���	��� 	� � �����!� ����� 	����������	�� ��
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�� � ����� �� ���� �� 	� 	� ������� �� � ����
	�� ��
	�������

J���
�� 	� ����� ����� �� !�� 	� 	� ��� �����*� �� ������� @��� ��	�

��������	�� ��� �*�����	�� ���� �����	���� �	�� ���� ������� θoa

�	�� �� �	���� E(o, a, t)�

$� �	�� ���� ���!� �� � 
�� ���!�� !�� �� ������� ������	��

���	��� �� � �!���	�� �� ���	 θ��������� ������ ��� �������� ���

"���� ����� �� 
�����!#� ���� ζ 	� � �������!� �������L�

µ(a, o, θ)='
(
a(t) = a

∣∣o(t) = o, θ
)
=

�*� (θoa/ζ)∑
a ′ �*� (θoa ′/ζ)

>0. "/�1#

@��� ��	� ���	�� �����	�� �� ���L

∂ ��µ(a, o, θ)

∂θo ′a ′
=




0 	� o ′ �= o,

−1
ζ
µ (a ′, o, θ) 	� o ′ = o ��� a ′ �= a,

1
ζ

[1 − µ(a, o, θ)] 	� o ′ = o ��� a ′ = a.

8�� !� ���� ���!�� ���� ��� ������ 	� �� ���
��� ����� 	���� ��� ����

	� ������ 2�� �*���� ���� �� ���� �� �����	�� ���� ������ ���� ���

�*�����	�� ���� E(o, a, t) ����� � 
�� �	���� ���L

E(o, a, t) =

[
Nh

oa(t)−Nh
o(t)µ

(
a,o,θ

)]
ζ

=

[
Nh

oa(t)−E[Nh
oa(t)]

]
ζ

, "/�3#

���� Nh
oa(t) 	� ��� �!��� �� �	��� ���� ���	�� a ��� ���� �*��!���

�	
�� �� ����
��	�� o !� !��	� �	�� t� Nh
o(t) 	� ��� �!��� �� �	���

���� ����
��	�� o ��� ���� ����	��� !� !��	� �	�� t� ��� E[Nh
oa(t)]

�������� ��� �*������ �!��� �� �	��� ��� ���!�� ��
� �������

���	�� a �	
�� �� ����
��	�� o� ����	�� ��� �*�����	�� ���	�� ���

��
	�!� �*��	�����

7� � ��!�� �� �)!��	�� "/�3#� ���� !�	�� �����!� ������ ��� ,���2�

���� �*�����	�� ��!��� �� � 
�� �	���� ����	���� �������� 	�

����� /�-� 7� ���� �	������� ���� ��� �!��� �	�� ���� ��� ���������

�� �!�� 	������� ��� ��!��� Noa �� ��� �!��� ����
��	������	��

��	� $��� ��� �	�� ���������� ��	� ���� 	� !��� �� !����� ��� ���

��������� �� ����	��� ���
��

4���� 2.2.1 ,� �
 ������
���� � ��� � �����
���� ��� ��������

��� ����������
 � ���
 
����� ����� (��
�' � ������ ��
�������

�'��	 ���� (��� �� )���	 !*$ ��	 �� ������� +	����� �� ��	 (���&���� ��,-
,��� 1 + ex �� 
���	 �� ex �� ���� ��	 ���	����� �� ��	 	���������� .	 ��+	
���� ���� �� ���
�����	� ��	 ����	������ �� ,���	�� ��	 
	��������	- �� ,	 ,���
��	 ��	 ������ (���&���� ��, �����������



������� �	 ��
�
�� �
�� ����� /<

���� ���� ��	 ���� ��������� ��� �� ,��� � ������
 ����	�

Initialize policy: For ��� (o, a)L θoa ← 0

For i = 1 �� nL "���� n �	���#

• ,��	��	�� �� ��� �	��L

R← 0

�� ��� (o, a)L

No ← 0� Noa ← 0

• 7� ���� �	�� ���� t �� ��� �	��L

5�� ����
��	�� o(t)

	��(No)

(�� ��*� a(t) ��� µ(a(t), o(t), θ)

	��(Noa)

:*��!�� a(t)� ��� ���� r(t)

R← R + γtr(t)

• :�� �� ��� �	���!�����L

�� ��� (o, a)L

θoa ← θoa + αR (Noa − µ(a, o, θ)No)

�
 ���� ���� 
������� 
�����
��� ������
' ��� �������� ��3�
�


��� �������� �����
 ��� ���� ��� ������ ��
� ,� ���� ���
'

���
 
����� �������� �
 ���� ���������' 
���� �� �

���
 ������ �

	
������������� ����
 ��������� � ��� �������� ��� ��� �!�

������ 	������' ����� �� ���� D�!�	��E� ,� ���������' ���
 �
 
���

���� � ��� ��� ������� 	��
�
 ��� ��������� �� ��� 	���� �



����
��� 	� 4������ )
�� -*5.' *610+� 7�� ���� ����(λ) �
 ��

����	�� � 
��� � ��
����������� $��
 ��8������ �� 	������ �


����
������ �� ��� 
�������� ��
���
�

7 ������ 	������	�� ������ 	� ���� ��� ������� !������ ��

����
��	������	�� ��	 ���� �� 0 �� ��� ������ �� ��� �	�� ����� ��

	���	��� ��	� ���� ����� ������ �	��� ��� ����� ��� �	��� ��� ���� ���

���� 	������	�� ���	
�� "��� ���� ����# 	� ���
��� 	� �
��!��	��

���� ���	�!�� ���	��� 7������	
���� �� ��!�� ��� ���� ���� ��� ����

���	��� ��
� ���� �������� ���� 	� �� ����� �� ���	�!�� ��� ����

��!�� ��� �� ��� �� ���� ���� �� ������ +	������ !��	�� �	�� ,�	�
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��� ������ 
��	�� �� ��� ,���2���� ���� ��� �!� �� ��� !������ ��

��� �������� �� �
�� ���� 	� 2��� ��	� ����� 	� ��� �	���� ����

��� �������� �	�� ���� ��!�����

2.3 Controller with External Memory

Stigmergy %� ��	� ���� �� �!�!� �� ������� ����� �� 
���������

��� ��� 	� ������ 	� ��� �*��� :���	�� (	��	���� A-;;B �� D���

������ �� ��	�� ��� ��!��� �� �� 	������� ���	
	�� ��� �� � ��	�!�!�

�� �!��� ���	
	���E ��� 	� !��� 	� ��� ���	�� ����	�� �	����!� A-.B

�� ����	�� ���	
	�� 	� ��	�� �� ������� ������� �� ��� ���� �����

	�� �!�!� ����
	�� !�!���� 	� � !���!� ���� ��� ��� �� ��	�����

RL
State-free

observation
x

action
a

Memory

���� ���� ��	 �����	���� ������	����	�

	� ��� !�� �� �*����� ����

�� ��
	���� $� �� ��� ���

�	�	� �	�� ����	��� �!��

�� ���	�� ����� �	���� ���

	�� � ��	�� ��!�� � ���

��� � �!��	�� � ���� ��

��� ��� �� ���� �� ��!

�	�� ������ �� ���� 	�

�� ���� %� ���� ����� ��

����� ����� �� ������

������	�� ���!� ��� ����

��� ���� �� �� ���	��	�� 	�� �*����� ������	��� 	� �!�� � ��� ����

� ��������� ���	�� �	�� ����� �����

$� ��� ����� ��	� ������� �� ��� ������ ������ �� ����	�� ��

����
� 	� ���	���� ����
���� ��
	�������� +	�!� /�- ����� ��� ��

��	����!�� 	���� $� ��	�� �� ��� ����� �� ��
	�� ��� ����������L ���

	� � ��� �� ����� �	�� ��� ���� 	� � �	��������������	�� ������ ���

�	��������������	�� ����� ��� �� 	��!� ��� ����
��	�� ���� �����

��� ��� ��
	������� �!������� �� ��� ����� �	��� %�� �!��!� ����

�	��� �� ��� �	�	��� ���	��� 	� ��� ��
	������� �!������� �� ���	���

���� ������ ��� ����� �� ��� ������ %� ���� �� �!Æ�	��� �����

�	��� ���� ��� ���	��� ��������� ���	�� �� ��� 	������ ����� �	��

��!�� ��� ���	� ����� �� ����
� ���	����� 	� 	�� ���	���� ����
����

����	��

���� �� ��� �������	
�� �� ���	��	�� �� ���	����!� �	�� �*���

��� ������ ��� ��� 	� �� ������� ��� ���	�� ����� �	�� ���	��� ����
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������ ��� ������� �� ��� �� ��� ����� �	�� "���� L ��� ���	��� 	�

���� �� L ����� �	��# �����	�� ��� ����� �� ��� ����� ��� ��

)!	� �!��	��� ������ ��� ������ 	� �� ���
� ��� ���	�� ����� �	��

��� ��� �� ��� ����	��� 
��!�� �� ��� ����� "��� �	2� �� ��� ���	��

����� 	� ���� �!��	��	�� �� 2L� 	� ���� �� L �	�� �� �����#� %� ��	�

����� �����	�� ��� �*����� ����� 	� �� 	����������!� ���	�� ����

��� �� ���� �� ���� �	�� ���� 	� ������� �	�� � �	�	�	
� ���	��� ���

����� �� ��� ����!�� ��� ���	��� ���	�� �� ���� ����	�� �	���!�

���	�� ���	�	���� ���������	�!���	�� ������ 9�����*	�� ����	����

�	��� !�!���� ���� !� �� ���� ��� ��� ���	��� %� 	����!��� � �	��� �	���

�� ��
� �� ���� �� ����� ��� �	������� ���� �	�� �� ���� �� ������ ���

������� �� ��� ������ J���
�� 	� ��� �� �*�� 	� ���� ����	���� ��

��� �	���!��	�� ����������	�� ���	����

��� �*����������� ���	����!� ��� ���� �!�!�� 	� ��� �����*�

�� �����	�� ������� A/1B ��� 	� ��� �����*� �� �	��������� ����	��

�� 8	����� A=<B ��� �� ���OP� A6.B� 8	������� ��� ��� ����������� 

	� ���!��� ���� ��� ����� ��� ���������� ����� ��� �	� � ������

������!�� ����� 	� ���	�� ������ ���OP� ����� 	� ��� ���������

�	��������������	�� ����	� �	� ����	���� ��� 
�� �!������!� ��

���	�� ���� ���	�	�� �� 
�� ������* ����	��� 	���!�	�� ���� �	�!�

����� 
	�!�� ����� ��� �����������	�� ������ J���
�� �� ���� � �!��

�� �� ����� ���!���	��� ��� ���	��	���L ���� ����	�� �� ��	����

������	����� 	� 	� ���!��� ���� ���� 	� � �����	�	��	� ���	�� ����

���	�
�� ��� ���� �	��	� ���� ����	��� �!��� �� ����� ��� �
��

	�	�	�� ����� ��� ���� 	� �� ���	� �� ���	���	�� 	� ���� �������

��� �!����� �� ���OP��� ����	��� �� � ��� �� �	Æ�!�� �������

	� 	���		��� J���
� 	� ��� ���	��	��� ��� � �!��� �� ����	�� ��

��� ����	��� ���� ����	
��� �� ��� 7� ��� ���� �	��� ,�	� ���

������ ��� �� ���� A6B� � ������ ������ �� ���	��� ������� 	�

�	��������� ����	��� �������� �� !� �� ������	��� ��!���� ��	�

��� 	� ��� ��!�� �� �������	�� �� ����� ���� ����	���� �� ��	����	�

���	�	��� ��� !��������	�� ��� 	� ������ �� ���OP��� ����	���� %�

��	� ������� �� ��
� ��	
�� � �!�� �	���� 
��	�� �� ���� �� ���

���� �� �	���� ��������
	�� ����	��L �� ����!���� ��� ���� ���	���

�� ����� �!� �	�� �!�� ���� ����!���	���� ����� $� ���� ��� ���

����	��� �����
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2.4 Experiments with Stigmergic Controllers

Load-unload 9���	�� ��� �����!����� ������ ��������� 	� +	��

!� /�/� %� ��	� ������� ��� ����� 	� � ��� ���� �!�� �	
� ��� ��

9���� �����	�� �� � "�� �����	��� ��� ���� ���� �� 9����� ��	�

������ 	� � �	���� ����� �	�� � �����	� �	���� 
�	���� ���� �����

	� ���	���� ����
���� "��� ����� ������ ��� ������ 	� 	� ������ �

��� ��	���� ������� ��	�� ��
� ��� ���� ����
��	��� �� ��!��� ��

������ ��*�� �� ��!� /�/#� %� ��� �� ���
�� !�	�� � �����	� �*�����

�����L �� ��� ��� �	� ���� �� ���� ��� 9���� ����
��	��� ���

�� �� 	��� �� ���� �� 	� 	� ��� �� ��	� 
��!� ��� �� �� ��� ���� ���

"�� ����
��	��� $��� �� �� ���� ��� "�� ����
��	��� �� ����

��� �	� ��� �� �� ���� �� ���� �� 	� ����� ������� !��	� �� ���� �����

9� ����	�� � �����
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1 2 4

2 3 4

5

6

3

5 = Load1 = Unload

R=1

Start

���� ���� ��	 ����	����������� ������ �� ��	 ��������� 
����	��

$� ��
� �*��	������ �	�� ���� ��� ���� �� ��
��� �	��

��� ����	��� ��� �� 	��!����	
� ������� ��
	�!��� !��� 	� ���

�	��������������	�� �	����!�L ,�	� ��� ������ ������ A6B� ���

���� �� 	��!����� ��� ����
	�! �� ����� ��� ��9���!��� --������

��2� A6=B� ��	�� ��� ���� �	* ����
��	���� ��� ��	� ����	� 	� ��

	������� �� � �
�������	�� �����!����� ������ "��� /�/#� ��� ���� ���
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�
�� �
�� ����� 1?

��	� 	� � 
�	��� �� �����!����� ���	���� ����	������ �� ����������

� �	�!��	�� 	� ��	�� ���� �	��� �!������ ����� %� ��	� 
�	���

�� ��� �����!����� ������ � ������ ����	�� �����	�� ��� ���� ������

��� ��� ����� 	� �!�	���� 	������ �� ������ 	� 	� ���� ������ �� ���

���� �����	��� ��� ����� ����� 	� ����� 	� ��!� /�1 ������ �����	���

	� � ������ ��* �� ����
��	������ 	��	��	��!	������ �� ��� ������ ���

	��� ��� 	� ���� ���� 	� � �	���� ���	�� ����� 	� ������� !	�� ��� �������

�������� ��������� %� ��	� ���	�� 	� ������ �!� �� �*�����	��� ����

����(λ) �	�� �!�	�� ��� �� ��� ���	�� ���	��� ����� ��� ���	� �!�

���� �	�� �!�	�� ���� ���� ���	���

Algorithmic Details and Experimental Protocol

7�� ����	�� ��
� � �	���� ����	�� ������ �*���� ��9���!��� �������

���� ��� ����	�� ����� 	� ������ !�	����� �� ������ +� ���� ����

���� �� �� ��� ����	����L ���� ��� ����"-#� ��� ���	��� ���	��

�� ,�	��� ������ 	� ���������� �� ��� ����	���� ��� ����	�� �	�

����� 	� ���� ����� +� ��� ���� �������� �� �!������� ��� 	��!�

����� �	�� �� ���	�	���� ����� �	�� ��� ����� ��� ���	���L ��� ��

����	�� ��� �	� ��� ��� �� ����	�� 	�� $� �������� ���� !�	�� �����!�

������ ��� ��� ,���2���� !���

��� ����	�� ��� α ��� �����	��� �� � �������� α0 ��� ���!��

����	�� ��� ��� �� ����� ����� ���� ������ �� 2�� �
� �	��L α =

α0 + 1
10N

� ���� N 	� �	�� �!���� ��� �������!� ��� ���� �������

	� �� �� �� ���� ��� ζ	
� ���� �� ζ	� �	�� �� 	������� �� ∆ζ =(
ζmin

ζmax

)1/(N−1)

�� ���� �	��� %� ��� �� �!������ ���
������ ��

���� 	� ����� 	� 	� �������� �� ����� ��� �������!� 	� � ��� ���� 	�

��������� �� ��� θ��������� �������
�� A-;6B 	� ��� ����� ����	��

	� 	� �!�� ���� ���� ���� ��� ����� ����� ������� 	�� $� ��
� ��!��

���� ��������� �� ��� ����	��� 	� ��� ���	�!���� ����	�	
� �� ���

�������!� ����� �����!���

:��� ����	�� ����	��� ��� �*��!��� �� 50 !�� ���� !� ����

�	���� �� N �	���� ��	�� ����� �� ��� ���� ����� ��� �*��!��� !��	� �

���	��� ����� ��� ������ � M ����� ��� ������ ��� !� ���	�����

���� M ����� ��� �	
�� � ���� �� �- M ��� ������� 	� ���� ����� ��

�� 3 �	��� ��� ������ �� ��� ���	��� ���!�	��� 7� ��� ���	��	�� �� ����

!�� ��� �������� ��� ������� �	�	�	��	2�� �� ����� 
��!���
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2 3 41 = Unload

Wrong

Right

R=-1

R=1

1 2 4

Start

3

6

5

10

11121314

=   Load5

���� ��%� ��	 ����	����������� ������ �� ��	 
����	� ,��� �,� ������ ����������

Experimental Results

%� ��� ���� �� ���� ���� ����	���� ��� ���� �� ,�	��� ��� ��9���

�!��� ����	��� ��� ����	���� ���	����� ���
���� 	� ���� ���� �

�!���� �	��� �� �� ���	��� ���	��� 9!	�!��� ���!�� �� ��!�� ����

����� ��	�� !��� ��� �!� ,���2���� �*�����	�� �	��	�!�	�� ����

���� ��� ��� ����	��� �� ,�	� ��� ���� �� ����� ����� �� �����

�	��	������� ������ �����	�� �� ��!��� �������� 	� ���	 ���� A6B�

��	��� ��� �������� ��� ������* �	�� ��� ���� ��� �������

"; �����	�� �����!����� �	�� ��� � ��� ����	�� �����	���#� $� �*�

��	������ �	�� �������� �
� � ���� ���� ��� �����	��� ���

������	��L �	�	��� ���� �)!	�� � 
��!� �� β �)!�� � 
�� �����

�)!�� �� 1 ����� ������� �� �	���� ��������
	��� �� ��� ,������

�� 	� ��� �� ��� !���!� �� � �	��	�� �� �	�	�� ������� λ = 1 	�

���� �� ����(λ) ���		������ ζ��� = 1.0 ��� ζ��� = 0.2 ����� ����

�� ���� 	� ���� �������� ��� ζ��� = 0.2� ζ��� = 0.1 ����� ����

�� ����(λ) � ���� ����	�� ��� �� α0 = 0.5 ����� ���� �� ����

����	���� 	� ���� ����	��� +	�!� /�3 ����� ����	�� �!
�� �� ����

����	����� �
����� �
� 50 !��� �� ��� �����!����� ������ �	��

��� � ��� ����	�� �����	���� :��� !� ����	���� �� 1, 000 �	���� ���
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��	��� �*	� ����� ��� �!��� �� ����� �)!	�� �� ���� ��� ����� �	��

��� ���	����� �	��� ����	���� �� ��
� ����� M ������

�� ��� �	�	��� �����!����� ������� ��� ����	���� ����� ������

�	���� �)!	
�������� ���� !�� �� ��� ����	��� ���
��� �� ��� ���	���

�	�� ������ �� 9 ��� ���� ���� �����	������� ����
� 	� ������ 9 ���

���� �	
����� ��	� ��� ������� �� �
�	��� �� ������	�� ��� ����	��

��� ��� �������� $��� �� ��� ��� ������ ����	�� �����	��� ����
��

���� 	� � �	��	����� �	������� ���� ����	������� ���
���� �� � ����

���	��� ���	��� �!� ����"-# ���� ���� ��� 	��� 	� ���� �����	����

�
�� ���� ��� ���	�� 	� ����� ����� ��� ����� 	� ��	�� �� �	�� !� ���

���� ���� �!� �� �*�����	�� ��� ��� �!�	���� �� 	�� ���� �	��

�!�	�� ��� ��� ����
��	������	�� ��	� �)!���� ���� �	�� �!�	�� ���

��� ����
��	������	�� ��	 ��� �!� �� ��� �	����� �	��	��� �� ���	�

���	�������

7� ���OP� ��� 8	����� ������� ����� ������ ��� �� ���
�� ���

����	
��� !�	�� ��	����	� ���	�	��� 8���	�� ����	
� ���	�	�� 	� �	����

��������
	�� ����	�� 	� ��� ��� �����!��������� $� ��
� ������

������ ���� ��� ���� ����	��� ��� ���
� � �������	�� �� ����� �������

��� ���� �����!�� ����(λ) ������ ���� �� ���� ������� 	� 	� ����

�	��� �� �����!�� ����� �� ��	�� 	� ��	��� ��� ��!�� �*���� ���� ���

������� �� �!�����	�� �������� �	�� ����� ���� ��� ����� �����

��	�� 	� �������� �!��� 	� ����	�� /�; �� ��� ����	���	�� �� ���

���� ����	��� �� ��� ������ �� ����	�� ������ ��	�������� ����

������ "��	�� ��������� �*����������� ���	�	��# �� �������

2.5 Finite State Controllers

$� �	�	� �! ����	����	�� 	� ��	� ������ �� ����� 	� ��	�� ��� �������

���	��� ��� ������ ���� �� ��� �!��� ����
��	��� � 	� ��	�� ���

����� ��� � ��	�� 	������ ������ %� ������� �� ���	����� ������

������ ��� ����� ���	�	�� �	�� ������ %� ��!�� �� �������� �� ��
�

�� 	���	�� ����� �� ������ ��� �� ��� �	���� A-<-� -<?� -</B� 7����

���	
��� ��� ������	�� 	������	�� ��� ��� ���	� �	���� �� ������ ���

�� �!���	2�� 	� � ���	�� ����� A1/B "� �	��	�!�	�� �
� ��
	������

������#� ��	�� 	� !������ !�	�� ��� �!��� ����
��	�� ��� �����	�!���

� 
�Æ����� 
����
��� �� ��� �	���� A-.?B� %� ������ ��	� �)!	��

����� �� ���� ��� ���	�� ����� �	�� �� ��	��� ���	�	��� %� ���

�� ����� A-<-� -<?� -</B ���� 	� ���� ������ ��� ���	�� ����� ����� ��
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���������	�� �� ��� ���	��� ���	�� �� � ����� ����� � ����� 
����

��������� ���� �������	�� � ���	�� �)!	�� ��	�� ������

���� �� ���� ����	�	�	�	�� �� �����!��	�� ���	�	�� �	�� ����

��� $� ��
� ����	���� �*����� ����� 	� ����	�� /�1 "���� 	� �!

����� A-/1� -?3B#� %� �	��	��� � ���	�� ��!�� �� ��������� �� � ��!�

�� ������� J���
�� ���������� ��!�� ������� ��!�� ��� �!Æ��

�	��� ��� ���	��� �������� ����� �� �� ������� �� ���	�	�� ���� 	����

���	�� ��� ��� ���� �	���� 	� 	�� ����� 	���� �� ��
� 	������ ������

��	� ��!�� �� ���� ���	�
�� �� � ��!��� ��!�� ������� 0!�� �

��!��� ������ ��!�� ��
� �� �!��!� � �����	�	�� �	��	�!�	�� �
�

���	��� ��� ��!�� �� ����	���� �� � �	����� �����	�� �� � ��������

�	� ��	�� ����� ��������� 9����	�� ������� ��!��� ��!�� �������

��� ��	� ������� � ����� �� �������	�� �� ���������	��� 7� �*��

��!���� �� ��	� 	� ���� 	� 	� ���	� �� �����2� � ���	�� � �� �����!��

�� ������	
� "�!�#����	��� ���	�� �	��� ��	� ��
� � ����� ������	�

�*������	���

# ����� 
���� �������� "��	# �� �� ����� �	�� ���	�� �����

A ��� ����
��	�� ����� O 	� � �!��� 〈M, µa, µm〉� ���� M 	�

� ��	�� ��� �� 	������ �������� ������� µm : M × O → P(M)

	� ��� 	������ ����� ����	�	�� �!���	�� ���� ���� �� 	������

����� ��� ����
��	�� 	��� � �����	�	�� �	��	�!�	�� �
� 	����

��� ������� ��� µa : M → P(A) 	� ��� ���	�� �!���	�� ����

���� �� 	������ ����� 	��� � �����	�	�� �	��	�!�	�� �
� ���	����

m(t+1)m(t)

o(t) o(t+1)

s(t) s(t+1)

a(t)

���� ��4� �� ����	��	 ������ ��� ��	��
,��� 	�
� �� ������

>��� ���� �� ���!�� ���� ���

	������ ����� ����	�	�� �!���

�	�� ��� ��� ���	�� �!���	��

�� ��������	� ��� ���	 ��	
��

�	
�� �*	�� ��� �� ��!����

���� ��� 2��� +	�!� /�; ���

�	��� �� 	�F!���� �	���� ��

�� ����� ��������� �� ��	��

9����� 	� �� ��!� -�/ ����

�� �	� ��� ��
� ��� ����	�	��

�� � ���	��� 7 ��	 �	�� � �	��

��� ����� ��!�� �����	�!�� � ���

������� ����� ��������	�� ��

� ��������� ���	�� "�#� � �

�	��� �	�� ��� o(t) �� a(t)�



������� �	 ��
�
�� �
�� ����� 1;

���� ���� ��	 �	5�	��	 �� 	+	��� �� ��	���	�+�����	�� ���	��������

Initialize ��
	������ ����� s(0)� �������� ����� m(0)

7� ���� �	�� ���� t �� ��� �	��L

• 5������ ����
��	�� o(t) ��� s(t) �����	�� �� �����

����
��	�� �!���	�� B(.)

• (�� ��� �������� ����� m(t) ����� �� ��� �!��� ����
��	��

o(t) ��� �������� ����� m(t − 1) ��� µm(m(t), o(t), m(t − 1), θ)

• (�� ��*� ���	�� a(t) ����� �� ��� �!��� �������� �����

m(t) ��� µa(a(t), m(t), θ)

• :*��!�� ���	�� a(t) ��� ��� ���� r(t)

4���� 2.5.1 &� ���� 
��������� ��� ������� 
���� � ��� ��
���	��
��� ��� ������� 
����
 
���� �� �
 �����
 �

�	�� � ������� ���

����� 
�� � 
����
 ���� �� �!��� 
���� ����� �
 ��� 
������� 
����

��� ��� ����� � ����
���� ������
 � �� � ��� ������� 
����
�

&� ��
 ���� ������� ��� 
�� � �������� � ���� 
����
 
���� ���

��� � � ����� �� �
����� ������
 � � ���������� ������

4���� 2.5.2 ,� �
 �

�	�� � ����� ��	
 
 ���� ��� ����� �����
��� ������
 � 	�� ��� �������� 
���� ��� ��� ������� 	
�������'

	�� ���� ����������� ��������� ���� 	� �!���

����� �����������

#� �!����� � �� �!���

����� ������ ��������� ���� 	� � ���

��� ������� ����� ������
 ��� � ��� ������� �������� 
����'

����� �� ���� ������
 ��� � ��� ������� 	
�������� $��
 ���

��� ���� 	� � ���� � �������� ����� ����� 	
�������
 ��� ��
�

���

���� ��� � ��� ��������
�

%� ���	���� ����
���� ��
	�������� ������ ��������� �� ��	�

�	��� ��� ��
� ���!�� ����� �� �
�� ������� �� ���	��� ���	��

��	�� ��!��� 	� ������� �)!	� 	���	�� ����� A-</B� %� ��	� ����

�� ���������� �� ��� ������ �� ���	�� ��� "�������# ���	��� ����

����� ��� ��� ����� �� ��	� �	�� ���� �*�� �	2� �� ������ ����� /�/

������� ��� ��)!���� �� �
���� 	� ��������
	������ 	������	��� %�

�����	��� �� ��� ����	�	�� �� �*��	���� h "��� ����	�� -�- �� ���� -?#

���� 	� � ��� �
��� ���!	�� �� ���� �	�� ���� tL ��� ��������

����� ���� ����� m(t)� 8�� !� �������� ����� �
���� 	��� � ���



������� �	 ��
�
�� �
�� ����� 1<

)!���� hm = 〈m(0), . . . , m(t)〉� ���� �� ��� ���� �� ������ ��	�

�*�� 	������	�� ����	�� ��� ������� �*��	����L �	����� 	� ���

������� � !�� 	� 	� ��� ��	
��	�� �� ��� ���	��� �� �*������ ��

�!�� %� 	� 	������� �� ��� ���� Pr(a|h, θ) �= Pr(a|h, hm, θ) �	���

��� ���� �����	�	�� 	���!��� ��� ����	��� ���� 	� ��	�� ��������

��!�� ��
� ������ �� ����� ���	�� a 
	� 
�	�!� 	������ ������ mL

µ ′(a, o, θ) =
∑

m Pr(a, m|h, hm, θ) =
∑

m Pr(a|h, θ) × Pr(m|hm, θ)�

��	�� ��� ����� ��������� �� ��� ��� ���	�!�� 	������ �����L

µ(a, o, θ) = µa(a, m, θ) × µm(m, o, m ′, θ)� 8���	�� ��� ����������

�������� θ 	� ��� ���� ���� 	� ��	�	����� �� ����	�� � �	����

����
 ����� "���# A-1;� -13B ��� 	� ��
��� 	� ��� �	������	�� ��

9�	��	�� 0������ A-;-B� J�� �� ����	�� ��� ����� ���� ���� ���

����� ����� � ���� �� ��� 	������ ������

2.6 ���� with finite state controllers

%� ��	� ����	�� �� ��	
� ��� ����	��� �� ����	�� ��	� 
	� ���	���

������ ���	�� ������ %� �� !�� �����!� ������ �� ���� ��� ��������

�� ��� ��	�� ���� ���� 	� ��� �������� ������� θma ��������	��

�� ���� ����	��� 	������ ���������	�� ��	 (m, a) ��� ��� �������

θmom ′ ��������	�� �� ���� ����	��� 	������ ����� ����	�	�� �	
��

���� ����
��	�� (m, o, m ′)� @�	�� ,���2���� ��� �	�� � �������!�

������� ζ "������ �� �)!��	�� "/�1## �� ����	�L

µa(a, m, θ) = '
(
a(t) = a

∣∣m(t) = m, θ
)

=
�*� (θma/ζ)∑
a ′ �*� (θma ′/ζ)

> 0 ,

µm(m, o, m ′, θ) = '
(
m(t + 1) = m ′∣∣m(t) = m, a(t) = a, θ

)
=

�*� (θmom ′/ζ)∑
m ′′ �*� (θmom ′′/ζ)

> 0 .

0	��� ��� �����	�� �� ���	�� ��� 	������ ����� ����	�	�� �!���	��� 	�

	����������� ���	�� ��	
��	
�� ����� 	��� ������� ����L

∂µ(a, o, θ)

∂θma

=
∂µa(a, m, θ)

∂θma

,

∂µ(a, o, θ)

∂θmom ′
=

∂µm(m, o, m ′, θ)

∂θmom ′
.

"/�;#

��� ��	
��	�� �� ��� ������� !����� ������� 	����	��� �� ���� ��

����	�� /�/� ��� ��!��	�� ����	���� 	� �	
�� 	� ����� /�1 "������ ��



������� �	 ��
�
�� �
�� ����� 1.

���� ��%� ��	 ���� ��������� ��� 	�
 ,��� � ������
 ����	�

Initialize policy: For ��� (o, a)L θoa ← 0� θmom ′ ← 0

For i = 1 �� nL "���� n �	���#

• ,��	��	�� �� ��� �	��L

R← 0

%�	�	��	2� �������� ����� m(0)

�� ��� (o, a, m, m ′)L
Nm ← 0� Nma ← 0� Nmom ′ ← 0� Nmo ← 0

• 7� ���� �	�� ���� t �� ��� �	��L

	��(Nm)

5�� ����
��	�� o(t)� 	��(Nmo)

(�� ��*� m(t) ��� µm(m(t), o(t), m(t − 1), θ)

	��(Nmom ′)

(�� ��*� a(t) ��� µa(a(t), m(t), θ)

	��(Nma)

:*��!�� a(t)� ��� ���� r(t)

R← R + γtr(t)

• :�� �� ��� �	���!�����L

�� ��� (o, a, m, m ′)L
θma ← θma + αR (Nma − µa(a, m, θ)Nm)

θmom ′ ← θmom ′ + αR (Nmom ′ − µm(m, o, m ′, θ)Nmo)

����� /�/# ��� 	� ����� �� ������	�� !����� �)!��	���L

∆θma(t) = −
α

ζ
γtrt (Nma − µa(a, m, θ)Nm) ,

∆θmom ′(t) = −
α

ζ
γtrt (Nmom ′ − µm(m, o, m ′, θ)Nmo) ,

���� ��� ����� ��	���	�� ��� ������	�� ��!���� �� �
���� !� !��	�

�	�� tL Nm 	� ��� �!��� �� �	��� ��� �������� ��� ���� 	� �����

m Nma 	� ��� �!��� �� �	��� ���� ���	�� a ��� ���� �*��!��� ��	��

��� �������� ��� ���� 	� ����� m Nmo 	� ��� �!��� �� �	��� ����

����
��	�� o ��� ���� ���� ��	�� ��� �������� ��� ���� 	� ����� m 

Nmom ′ 	� ��� �!��� �� �	��� ���� ��� �������� ��
�� ��� ����� m

�� ����� m ′ ���� ����
��	�� o�
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4���� 2.6.1 # ���� ��	�� ���� �������� ��� �
 �� ��� ���
���� �� ��� ����� �������� # 
������ �����
������� ���� 	�


��� ���� µa(m, a) = θma ��� µm(m, o, m ′) = θmom ′ � $��� ���

�����	���� � ��� ������ � ���� ��������� �� ���� �����
��� ��

��� 
������� ��� 	� �!���

�� ������ 
��� ������
 �
2

∆θma(t) = −αγtrt Nma(t)

θma

,

∆θmom ′(t) = −αγtrt Nmom ′(t)

θmom ′
.

:�
���� ��
 
���������' ���
 
������������� ����� ��	�� �����
���

����� ��
 
������ ����	���
� (��
�' ��� ���������
 θ �����
���

��	�	������
' ��� ���
 ���� 
���� 	���� � [0, 1] �������� ��� ���

�� � 1� ;����� ������ ���������
 ���� ���
� ��
������
 ���� ���

���� 
���
��� �
 ��� ����� ������
 ��� ������ ���� ��
���	�� �	���

<�� ��� ����� ���
 ��	��� �
 ������ ���������
 	��� �� 
���

���! 	� ��3������ ��� �������� �� ��� 
�����! 	���� �������� ���

����
� #����� �

�� �
 ���� 
�� ���������
 ���� 	� 
�� � ���

��� ����� ���� 	� � ��� � ������ ���
' 
���� ��� ����
������

����� ���� ����� 	� 
������� 4������� �� � �!���

 ��� ��������

�� 
��� ��
�
 ����
 	���� ��� 
��� � ���
 ��� )
�� -*.60+�

��� ������	�� ����	�� 	��!������ ��� ��������� �� ��� ���� �����

	��� �	�� ����� �� ��	� �!��	��� 	� ����� /�1 �� ���		��� ��!���

�� ���	���� ����
���� ���� ������	�� ����	�� 	� ��	�� ��� ���	���

���	�� �)!	�� ��
��� 	������ �������

2.7 Empirical Study of ���s

%� �! �*��	������ �� !�� ��� ,���2���� ��� "��� �)!��	�� /�1# ��

������� ��� �������� �� ��� ������ ��	� ���������	�� �
�	��

���� ������� �� �����!� ������ ����	���� 	� ���� /�<�-L ��� ��	����

��� ���� ��� ��� 
��!��� ��� ��� 	��!��� ���	�� ��
� �	
�� �����	�	��

0 �� ��� ���	��� >��� ���� ��� !�� �� ��� ,���2���� ��� ��� ���� ���

��������� �� ��� �!���	�� �� ��	�� �� ����� ���	��� ��������

� ���� ��������� �����,� ��	 ��	�� �������	�� �� ����	
����� ���� �� ������	
�� �	���� ������ 6� ����	�
��� �� ����� ��	 ���	���	 �	,�� 0	���� e�����	 ��
���� !�7/$1�
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x0

θ

���� ��"� ��	 
��	 �� ���� ��������� ����	��

Pole balancing $� �� � �!��� �� �*��	����� �	�� ��� ���� ����

���	�� ������ A3� -<.B 	��!������ 	� ��!� /�<� ��� ���� 	� ��	� ����

��� 	� �� ���� �� �
�	� ��� ��� �	��	�� ��� ���� �� ��� ���� � ���

����� �� ��� ���� �*����	�� ����
� ������ ��� ��� 
��	���� ���

����	����	��� �� ��� �	�!����� ���� ��� ��� ��L ������ �� ��� ����L

3�= � ���� �� ��� ���L mc = 1.0 �� ��� ���� 	� 1 ���� ���� ���

��	���� mp = .1 �� �	������ �� ������ ����� �� ���� ��� �	
��L

l = 0.5� ��� ����	�� ������ ���� F = +10 � −10 >� 8�� !� ������

�� y ��� ������ ����� "	� ��	���#� �� x ��� ����� ���	�	�� �� ��� �����

�� m = mc + mp ��� ���� �� ��� ��� ���� �������� �� g = 9.8 m
s2 ���

��
	�� ��������	��� ��� �)!��	��� �� ���	�� ��� ��	
�� �� 7����

��� A3BL

Qy =
mg �	� y − ��� y(F + mpl Ry2 �	� y)

(4/3)ml − mplcos2y

Qx =
[F + mpl( Ry2 �	�y − Qy ��� y)]

m
,

9����� ���	��� �� ����	�� �� ��� ��� �� 50Hz� ���� 3000 ����

���!�	
� ������ ���	��� �������� �� ��� �	�!�� �� ������	�� �	���

���� �������� �� ��� ��� ��� ���� ������	�� ������ ��� �����

�� ����	��� 	� ��� �!���������� ��� ���� �� 0!���� H ,�����

���� A-<.B� ��	� ���� ����� ������ 	� ����� �� �� ���
���� �� �

����	
� ���	�� "�#� 	� ��� ����
��	�� �� ���� �	������� 	� ��������

�� ��! ��������L ��� ��� ���	�	�� x ��� 
����	�� Rx� ��� ��� ���� �����

y ��� ���!�� 
����	�� Ry�



������� �	 ��
�
�� �
�� ����� 3?

��� ��������� �� ����	�� ����	���� ��� ����!�� 	� ��� �	��

����� ����	���� %� � ���������� ����
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���


�	����� x� Rx� y ��� Ry ��� ��
	��� �� ��� 	��!� �� ����	���� ��

���� �	�������� %� � ���	���� ����
���� ����	�� ���� Rx ��� Ry ���

�	����� ���� ����	���� ����	�� 	� ����� ��� ����	��� ���L �����

,�	� ��� ������ �	�	��� ���� "����	�� �� �# ��� ���� �� ��	�

�	�� 
��	�� �!��� �� 	������ �������
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� ���	�� ���� ������ ��� ����� �����

��� ����	���� �	�� ��	������ �� ��� ���� �� !�� ���� �	�� ���

	����	��� �� e������ ��	�� ����� 	� �)!	
����� �� ��"-# ,�	� ���

���� ��!�� ���� ��	� � �!� ���	�� ������ �� ��� ���� ���� ����

	� ���	����� � 
��!������� �	�	�� �� ��"?#� ��� ���� ����	��� ���

�� �*������ �� �!����� 	� ���� ����	���� ��
	��� ���� �� !�� � �!Æ�

�	����� ���� ��	� ��� ���� ��� ����	��� ���� ��� ��� ��!�� �� � �����

���	�!��

��� 	������ ������ ���!�� �� ���!�� 	� ��� ���������� ����
����

����	��� �	��� �
�� ����	
� ���	�� !�	�� ���� ��� ���	��� "�� 	� 	� ���

���� ���# ��� �� ��������� �� � ��������� ��	� %� ��� ���	����

����
���� �������� ��� 	������ ������ �!�� �� ����� �� ����� ���

����	��� �� ������ ���� ����
��	����

%� ��� �*��	����� ��� �	���!�� ����� γ ��� ��� �� .99 ��� 	�������

���!���� �� ����	�� ��������� ��� ����	�� ��� α ��� ���	�	2��

	������������ �� ���� ����	���� ��� ��������� �� ��� ����	���

��� ����!�� �� �*	�� ��� ���	�� ��� �*��!�	�� 200 �	���� ����!	��

��� ������ �� ���� �	�� 	� ���� �� ������ ���	�	���� ��� �
���	��

����� ����!��� ��� 
��!� 	���
��� �� ��� ���	�	�� ��� ���� ���	�	��

��� ���	�	���� 	��� 6 ��� 3 !��)!�� ���� "������ �	2� �� ���	�	��

������ ��� �����# 	� ��� ���������� ����
���� ����	��� ��� 	��� =

��� < ���� 	� ��� ���	���� ����
���� ����	��� ��������	����� $�

��� ���	�� ���	�	��� �� ��� ��� �� 50 J2� ����	��� �� �*������ ����

��� ���!�� ����	��� �	�� �� ����	�� �� ������� � ���� �� 500 ��)!���	��

�	��� ��������� �� -? ������� �� ������	���

+	�!� /�. ������� ��� ����	�� �!
�� ����	��� 	� ��� ����������

����
���� �������� ��� ��	2����� �*	� �������� ��� �!��� ��

�	���� ��	�� ��������� �� ��� �!��� �� �	��� �� ��
� ������ ���

����� ��� 
��	��� �*	� �������� ��� ��������� �� ��� ����	����

����!�� �� �*���	��� ���
�� D�E ������ �� ��� �	�	��� ���� ���
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��	��� D����E �������� ���� !��� �	�� N = 2� $� ��� ����L

���� ����� �!�� ����� ���� ��� �	�	��� ������ ����	�� ���� 
��!�

����� 	� �!�� ��� �Æ�	��� ���� ���	�� ����� �� ��	� ������ ����

��� ���� �	�� /������ ��	 ����� ��� ������ ���� ��� �	�	��� �����

��	� ���������� ��� �� �*���	��� �� ��� ���� ���� ��� ����� �� /������

��	� 	� �	��� ���� ��� ����� �� ���

+	�!� /�= ������� ��� ��!��� ����	��� 	� ��� ���	���� ����
����

�������� D4'E ������ �� ��� �	�	��� ���� ����	��� D/>'5E�

D1>'5E � D3>'5E ��� D-?>'5E������� ���� !�	�� 2� 3� 4 ��� 10

	������ ������ ������	
���� >��� ��� �	������ 	� ������ �� ����� ���

��!��� ����� ��!��� ����� �! �*������	�� ���� ����	���� �	�	���

�� ����	
� ���	�	�� �	�� ��	�� %� �������� �! ����	��� 	������� 	��

��������� ���!����� ����	�� 	� 	� ���� �� ���������� �� ��� ���� ��

����
��	�	��� ��� ��� 	������ ������ �� �	
�� �� ��� ����	���� ���

����� 	� ������� %� 	� ���� ��	�	�� �� ��� ���� ��� ��������� �� ���

����	��� ����� �� 	���
� 	� ������ ��	�� ����� �	Æ�!�� �� ���	��

���� ����	�� �	�� �����

$� �	� ��� ����	�!� ��� �*��	����� ������ ;??�??? 	����	���� ��

�� �� ��� ���� ������ ��� ��������� ��!�� ����	�!� �� 	������

!��	� ��� ������ ��!�� ������� 	���	���� ����� ��� ���� �	��	�����

�!��� ��!�� 	� ���� �� ��� ���� ��� ��!��!� �� ��� ��	 ���� �*�����

���� !���!� 	������	�� �����	��� 	� ��� ��	�� �� ���� ����
��	����

�� ����������� �� ����� ���	����� �� ��� ���� �� ����
��	�	���

'��� ������	�� 	� � �	���� �������� �������� ������ �� ���

���	� ������ ������ ��� �� ��� ���� �� �! ��������� 	� ��� ���

���� ������ �	�� ���	�� 	������	�� �	�� ��� �*����	�� �� ��� ��

�	��!��	��� �� ��� A-?.� ;;B� ���	 ��� �	��� ��� �!� 	� ��
���

�	��	��� ������� ��	�� ���� 	� 	�����	��� �� ������ ��!���� ���	

������� 	� �� ���� �� ��� ���	��� �������� 	� ��� ����� �� ��!���

��!�� �������� �� ����� �� �
��!�	�� �� ��� ������ ��������� ���

�������� �!��!�� � ����	�!�!� 
��!� �� ���� ����	�� �� � ��� ��	��

�!����� ��� ����� �� �	����� ������� :*��	����� ��!�� 	� ��� �	2�

�� ��	���	��� ���!���	�� ��� �!��� �� ������	��� ��� ����	���

�9���	�
��� �� � ���	�� �����	���	 ���	 ���	 ����� �	:� �� ��	 +	������ �:���
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Discussion
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� ����	���� 
�	�!� ���� �� ����	�	�� ��� ���	� ���	��� ���

���� ����	��� �� ���	�� ����� �	�� ����� ��!��!��� �������� ��

��� ���	����� 	� ���	���� ����
���� ��
	�������� :��		��� ��!���

�!����� ���� ����� ����	���� �� ������� �� ����	�� ����� �������

�!� ���� �	��� ��� ����� ����� 7 ����	��� �	���	�� �� �!��� ������

��!�� �� �� ��
���� ����� ��!��!� ��� ����	�� ����	���� 	� ���

�� ���� ��
������ �� �	����	��� ��!��!� 	� ��� ����	� ��� ������

������	2��	��� ��� ��� �� �� ���� ��!�� �� �� ������� ����	�� 	���

�	��	��� ������ �� ����	�� ����	
� ���	�	�� �� ����� 	�������� �� ���

��	�� ��� ����	�� ����� �� � ���	� �� ����	�� 	� ���� 	�������� ��

���� � �	�	�� ����	��� 7��	������� ����	�� 	� ��	� ����	� 	� 
��

����� %� ����� ���� ����� ����	���� �� ��� ���� ���� !�� �� ��� 	��

�����	�� �
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�� �*��	���� 	� !��� ���� ���� �� ����

�� !������ ���� ��	�� 	� 	� �	������� %� ����	� ������	��� ������� ��

����	�� ��� ���	�	�� �*��	���� ��� �� �!��� �� �� �	�� ����������
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Chapter 3

Policy Search in
Multiagent
Environments

Summary 7� ��	� ��	�� �� �!� � �	��!��	�� �� � �!��	������ ����

�	��� ��	� ������ �*��	��� ��� �*����	�� �� ��
	�!��� 	����!���

���	��������� ����	���� �� ����	�� 	� �������	
� ������ 9������

�	
� ����� �� ����� 	� ��	�� ��� ������ ���� ��� ���� ����� ��!��!��

+� �!�� � ����	��� ���� 	� � ����� ������������ ������� ����	�� 	�

� �������� ��������� �	��	�!��� ������ ��� 	� � ������ ���� ����

������� �� ��������� ���������� 7 ��!��	�� ���	�� ������ �� ���

�	��	�!��� ���	�������� ������ �� �������	
� ����� 	� �����2��

��� ��� �������	�� �� ���� ����� ���	�!� ��� >��� �)!	�	�	!�&

�����������	� ���	��� �� ���	���	�� �� ������	��� ��� �����	
�����

�� �	��	�!��� ����	�� 	� ����������� ���		����� 	� � ������ ���	����

����
���� �	�!����� ����� ����	��

3.1 Cooperative Identical Payoff Games

��� 	������	�� �� ���	�	�� ����� ��� ���� �� ��
	������ 	� � ����

���* 	��!� ���� 	� ���	�	������ ��!�	�� �� ���� ����� ��� ������	���

��� ���� ������	� �����	�� 	� 
�� ������� ��� �����2�� ��� ����

��� 	� ���� �� ���!�	�� �������� �!�� �� >��� �)!	�	�	!� A--=B� �!�

!�!���� ���� !��� ��� ���!���	�� ���� ��� ��
	������ 	� ��������
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%� ��	� ������ �� ����	�� � ���	���������� ���	�������� �����

	��� �� �������	
� �!��	������ ����	��� %� ��	� ����	��� ���� ����

����� ������ 	�� ���	�� �	
�� 	�� ����
��	�� �����	�� �� ���� 	��	�


	�!�� �������� ���� ��� ���	
� ��� ���� ������ �! ������	
� 	� ��

��� � ����	�� ����	��� ���� ����� ���� ����� 	������������ ��� �

������� ���� ������� ��� ��!� �� ������ �� ���	
� ��� ���	��� ������

7����!�� ��	� �	�� ��� �� ����	��� 	� ������� �� ������ � �	��	�!���

����	��� ���� ���� ���� ���	�� 	� ��� ����� �� ��� ������� ���	�	���

7� 	����	��� ����� ��������	� ���� "
���# A--?B ����	��� ��� 	����

���	�� �� � ��� �� ������ �	�� � ����
 ��
	������� ���� 	�� ��� �����

�� ��� ��
	������ �� �	�� t ������� ���� �� 	�� ��
	�!� ����� ���

��� ���	��� �� ��� ������� +������� �� ��������� ���8 
����
���

���� "
���#� 	� � �!���
〈
S, πS

0 , G, T, ρ
〉
� ����

� S 	� � �	����� ����� ����� 

� πS
0 	� � �����	�	�� �	��	�!�	�� �
� ��� 	�	�	�� ����� 

� G 	� � �������	�� �� ������� ���� �� ����� i 	� � 1��!��� ��〈
Ai, Oi, Bi

〉
– 	�� �	����� ���	�� ����� Ai�

– �	����� ����
��	�� ����� Oi� ���

– ����
��	�� �!���	�� Bi : S→ P(Oi) 

� T :S×A→P(S) 	� � ����	�� ��� ������ �� ��� ��
	������ ���

���	��� �� ��� ������ �� �����	�	�� �	��	�!�	��� �
� ������ ��

��� ��
	������ ���

� ρ :S×A→ R 	� ��� ����� �!���	��� ���� A =
∏

i Ai 	� ��� ��	��

���	�� ����� �� ��� �������

,���!�� ��� ������ ���	
� ��� ���� ������� 	� 	� ������ �� ���������

���8 �����

$��� ��� ������ 	� G ��
� ��� 	����	�� ����
��	�� �!���	�� B(s) =

s �� ��� s ∈ S� ��� ���� 	� ��������� 	
����	��� �����	��� 	� 	� �

��������� 	
����	�� 
��� "��
���#� ��
���� �� ����� � ���!�� �����

�
����;� ��	 ���� ����	 
	����
	�� ���
 !""$- )����+ ���	� !8#$ �� ���	�����	

������ ����
��� �����

�
 !�/$�
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�� �!��	������ ������� 	� ��	�� ��� ������ �� 	� �	����� ����	��� ���

���	���� ����
	�� ���� ��� �� ��� ������ ������ ��������� �� ���	 ���

���	��� +	�!� 1�- ���	��� �� 	�F!���� �	���� �� 
�	����� ����	�	��

��� ������ ��������� �� ��	� 	������	�� �	�� �� ��
	������� %� �

1
a (t)

2n (t)

a (t)

n (t)

2

n(t+1)
1

o(t+1)
1

s(t+1)s(t)

o (t)

o (t)

2

1

1

2

n(t+1)
2

o(t+1)

���� %��� �� ����	��	 ������ ���
�,� ��	��� ,��� 	�
� �� ������

��
���� �� ���� �	�� ����L

� ���� ����� i ∈ (1..k) ���

��
�� oi(t) ���������

	�� �� Bi(s(t)) ��� ���

����� �� ���	�� ak(t) ���

���	�� �� 	�� ������� 

� � �����!�� ���	��

�a(t) = (a1(t), . . . , ak(t))

��� ��� ��	�� ���	��

����� A 	� �������� 	��

�!�	�� � ����� ����	�	��

�� ��� ��
	������ ���

� ��� 	����	��� ���� r(t)

	� ���	
�� �� ��� �������

��� ������	
� �� ���� ����� 	�

�� ������ � ������� ���� ��*�

	�	2�� ��� ����� � ��� �����

+� � �	���!�� ����� γ ∈ [0, 1)

��� � ��� �� ������	�� �θ =

(θ1, . . . , θk)� �	
�� ��� �	��	�

�!�	�� �
� 	�	�	�� ����� �� ��� ��
	������ πS
0 � ��� 
��!� �� ��� ����

	�

V(�θ, πS
0) =

∞∑
t=0

γtE(r(t) | �θ, πS
0).

>��� ���� 	� � ���������� ����
���� 
���� ����	
� ���	�	�� �� �!Æ�

�	��� �� 	�������� ��� ���� ����	��� ��	�� �������� ��	� ������� �	�����

��� ��� ���� ���� �
�� ��� ��� �� ���	��� �����	�	��	� ����	
�

���	�� A-11B� ������� �� ��� �	�� ��� ���!�� ���	�� �����
∏

i Ai

��������	�� �� � ���������� ����
���� 
��� ���� ��� ���� ��	� ���

���	�	��	� ����	
� ���	�� 	� ����������� �� �����	�	��	� ����	
�

���	�	�� �� ���� ������ ����
�� 	� ��� ���� ����� ���� 	� ���	����

����
���� ��
	�������� ��� ���� ��������� ���	�� ��� �� ��	���

	�� ���� ���� ��� ���� ���	�� !�	�� ����� A-;.B� ��	� ���������
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�������3.

��� ���� �� ���	�� �*������ �� 
����� ���� �� ���� ����	�	�	�	�� ��

�����!��	�� ���	�	�� �	�� ����� A-/1� -?3B� %� ��	� ��� �� !�� �

����� 
���� �������� "��	# �� ���� ������ 7 ����	��	�� �� ��	� 	�

�	
�� 	� 0���	�� /�; "���� ��� ��� ���� �� ��!���! �� ��� A-?3B#�

�� ����� !�������� 
����� ��� !� ����	�� �� �*����� 	��!������

	� ��!� 1�/ "������� ��� ,�!�	�	� A/3B#� ���� �� ��� ������� a1 ���

a2� ���� �� ��	�� ��� � ���	�� �� ��� ���	���� a ��� b� �� ��� �� ����

s6

s5

s4

s2

s3

s1 (a,b)(b,a)

(a,a)(b,b)

+5

-10

+10

(a,  )

(b,  )

(*,*)

*

*

���� %��� � ����������� 
����	� �� � ����

�	�	�� ���	�+���	 �	������ 
��� ���	�

������� 7�� ����	�	��� ��

�����	�	��	� ��� �� �������

�� ��� ��	�� ���	�� ���� ���

������� �� ��� ����	�	���

+� 	�������� ��� ��	�� ���

�	�� (a, b) ��������� �� ���

��� ����� �����	�� ���	��

a ��� ��� ������ ����� ���

���	�� ���	�� b� J��� ∗
���� �� ��� ���	�� �����

�� ��� ��������	�� ������

��� ����	�� ����� 	� s1�

���� ��� ��� ����� �����

���	��� ������ �� ��
� ��� ��
	������ �� ����� s2 �� �����	��

���	�� a � �� ����� s3 �� �����	�� ���	�� b� %� ����� s3� �� �����

���� ���� ������ �� �� ��� ��*� ����� ���� ���	
� � ���� �� +5 	�

����� s6 	������� %� ����� s2� ��� ������ ��
� � ���	�� �� �������	��&

�����	�� ��� ���� ���	��� ������ (a, a) � (b, b)&�	�� ���� +10 	�

����� s4� � ���&�����	�� �	����� ���	���� ������ (a, b) � (b, a)&

��� ����	�� −10 	� ����� s5� $� �	�� ������� � ��	�� ���	�� �	��

�������� p
Agent
State � �����	�� ��� �����	�	�� ���� �� ����� �	�� ���

��� ���	�� a 	� ��� ��������	�� ������ ���� ���� �������� ��

	������� �� ��� �!�����L {p1
1, p1

2; p2
2}� ��� ���	��� ��	�� ���	�	�� ��

{1, 1; 1} � {1, 0; 0}� ��	�� �� �����	�	��	� ����	
� ���	�	���

3.2 ���� in Multiagent Environments

%� ��	� ����	��� �� ���� ��� �� ����� � ������ ������ �� !�	�� ���

�	��� ������ 	� ���	�� ������ �� �!��	������ �������� $� ������ ���

���� �� ������	2�� ������ �� � ������ �	�� �	��	�!��� ����
��	���

��� ���	��� �� ���� �� �	��	�!��� �������
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Central control of factored actions

8�� !� ����	�� ��� ���� 	� ��	�� ��� ���	�� 	� �������� ����	�� ����

���� ���	�� �a ����	��� �� ��
��� ���������� �a=(a1, . . . , ak)� $� ���

����	�� ��� �	��� �� ���������L � 3��� �������� 	� � ���	�� ����

�	�� ����
��	��� �� ��� �������� ��	�� �	��	�!�	�� P(�a) � �������

�������� 	� ���� !� �� 	���������� �!�����	�	�� θai
: Oi → P(ai)

"����	��� �	�� � ���������� �� 	��	
	�!�� 	������ �����# �� ���� ���

�	�� ����������

+������ ��������� ��� ������� ���� � �!���� �� ��� ���	�	�� ���

������� �� ��	�� ���������� ��
	�!���� ��� ���!�� �� ���	�	�� �� ���

������� ��������
∏

i θai
��� �� ��������� �� � ��	�� �������� θ�a�

�� ��	�� '(�a) =
∏k

i=1 '(ai)� J���
�� ���� �� ���� ��������	�

��	�� ��������� ���� ������ �� ��������� �� ��� ������� ���������

����!�� ���� �)!	� ����	���	�� �� �����	�	��	� ���	�� ����� ���	��

����������� ��	�� �� 	��!����� �� ��� ������	�� �*������

4���� 3.2.1 $�� ��
� ����� ������� �����
 ��� ������ ���
����� � � ���� a1 ∈ {
����, �	��} ��� ��� 
���� �����
 ��� 
���

�� a2 ∈ {�	�����, �����}� "�� �
 �

��� ���� ���� �� � ������� ����'

�� 
������
 ���� � ��� ���� ���� ������' ���� ����
 ���� ����

������
� $�� ������ ����� �
 ���������' 
�� 10S � ��� ����

�a = (vodka, pickles) ��� 90S � ��� ���� �a = (milk, cereal)� ���

���� ��� ������ ��� 
��� �������
 ��� �������� �������������'

�� ����� �����
��� ���
 ������ &��� �����������' �� ��� ��

��
������ ����� � ���� ���� ���� ������ � ���� ���� ������
�

,���!�� �� �� 	�������� 	� 	��	
	�!�� ������ ����	�� 	����������

���	�	��� �� ���������� �� ����	�� ��� ���� ������� �������� �� �

����	�� �
�� 	� 	� 	� �!����	��� 	� � ������ ������ 4�)!		�� � ����

����� �� �� ������� �	���� �!�� ������	��� �� ��� ����� �� ���	�	���

��� ������� �	��	�!�	��� P(a | θ, h)� ���� ��� �� ���������� ���

��������	� ���	��� ������ �����	)!�� �� ��� ��
	�!� ����	�� ��� ��	��

�� ����	�� �	����� 	� ��	� ���� �� ��� ����� ���	�� 	� ��� ������� ����

����� ������ $� �	�� ���� ��	� ������ 3��� �������� �
����� +� ���

���� �� ��	� �� �� ��	�� �� ���!�� � �	���	�� �����	�� �� ��� ���	��

�!���	�� ��� ��� 	������ ����� ����	�	�� �!���	��� 7 ���	�!�� ����

��!�� �� � �����!� ����� �����	�� "��� �)!��	��� "/�;##�
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Distributed control of factored actions

��� ��*� ���� 	� �� ���� �� ������ ���	�� ���������� ��� ���������

�!� !��� ��� �	��	�!��� ������ �� �!��	��� ������� ��� ��
	�!�

������� ��!�� �� �� ��
� ���� ����� ����� ��� ���� ���	����������

����	��� 	� ������� �� ����� ��� �������� �� 	�� ��� ����� ���	�� θai
�

'����� �!�	�	����� ��	� ��
���	���� �������� �
���� ����� 
�����

"�����# ������ 	� 
�� �����	
��

Theorem 3.1 ,� ��������� 	
����	�� ��������� ���8 
����
���

����' �� ������� ��������
' ��
���	���� �������� �
���� �
 ������

����� � 3��� �������� �
�����

'���L $� �	�� ���� ���� �� ���� ��������� ��� ����	��� �	�� ��

�����	�� ��� ����� �� ����	�� ��� ��� ���� ��	�� 	� ��� ����� ������

�� ��� ���� ���� ��)!����� ��� ����	���� �	�� ���
��� �� ��� ����

������� ���	��� ������� ����	��� +� � ������� ��������� � ��	��

�*��	���� �h ��� �� ����	��� ��

〈m1(0), ...mk(0), o1(1), ...ok(1), m1(1), ...mk(1), a1(1), ...ak(1), r(1), ...〉

��� ��� ��������	�� �*��	���� hi �� �� 	��	
	�!�� ����� i 	�

〈mi(0), oi(1), mi(1), ai(1), r(1), ...〉 .

%� 	� ���� ���� � �������	�� h1...hk �� 	��	
	�!�� �*��	������ ��� ��

���� ������ ����	��� ��� ��	�� �*��	���� �h� %� ���� �������� �� ��

��	�� �� ������ ������	� �� �������� θma ��� ���
� �!� 	����	���

������	� �� θmom� ��� ��	�� ���	��� ������ ����	��� �)!	�� ����

�� ��� ������ �*��	����� ��� '(�h |πS
0 ,�θ) ��� ���� �� �� ���	���

������ �� �θ �	�� � ������ �� ��� ���	��� "��� �)!��	�� "/�/## �� ����

�	�� ���� t 	� ��� �*��	���� h �)!�� ��

γtr(t, h)

t∑
τ=1

∂ �� '(a(τ, h) | πS
0 , �hτ−1, θ)

∂θma

.

$����� � ������� �������� 	� ��	�� �*��!��� �� � �	���� ������

� 	� 	� 	���������� �� ������ 	��	
	�!���� �*��!�	�� ���	�	�� θai
	�

�������� ��	�� �*��	����� �� �������� ��� ��� ���� �	��	�!�	��

'(�h | πS
0 , 〈θa1

, ..., θak
〉)� 0� ��� �	��	�!��� ����	��� 	� �����	��

��� ��� ����� �	��	�!�	���
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>��� �� �!�� ���� ���� ��� ��	��� !������ �� ��� ���� 	� ���

�	��	�!��� ����	��� �� 	� ��� ��	�� ���� 8�� �θw = (θ0
w, . . . , θMw

w ) ��

��� ��� �� �������� �������	�� ���	�� ��������� aw� ����

∂

∂θ
j
w

��('(al(τ) | πS
0 , �hτ−1

l , θl)) = 0 �� ��� w �= l;

���� 	�� ��� ���	�� �����	�	�	�� �� ����� l �� 	���������� �� ��� ���

������ 	� ���� ������� ���	�	��� $	�� ��	� 	� �	��� �� �������

���������� ��� ��	
��	
� 	� �*����	�� /�/ �������

∂

∂θ
j
w

�� '
(
�a(τ, h) | πS

0 , �hτ−1,�θ
)

=
∂

∂θ
j
w

��
k∏

i=1

'
(
ai(τ, h) | πS

0 , hτ−1
i , θi

)

=

k∑
i=1

∂

∂θ
j
w

�� '
(
ai(τ, h) | πS

0 , hτ−1
i , θi

)

=
∂

∂θ
j
w

�� '
(
aw(τ, h) | πS

0 , hτ−1
w , θw

)
.

�������� ��� ���� ��	��� !������ �	�� �� ������� �� �	��	�!���

���� �� �� ��	�� ���	��� ������ �� � ������� ��������� �	
��	� ������ ����� ���� ���	�� ����	�� ��� ������ �
� ������

���� ���	��� ��� �� �	��	�!��� ����� 	���������� ������ ��� �� ���

���� �� ���� ������ ���	�� �� ���	���� 7� 	������� �)!	������

���!��� 	� ���� ������ ����� �	�!������!� ����	�� "��	�� �	��� ��

���!���� �������	2�� �� ��� ���	�� �� ��� �����#�

3.3 Relating Local Optima in Policy Space
to Nash Equilibria

%� ���� ����� ��� >��� �)!	�	�	!� 	� � ������ ���!�	�� ��������

,���!�� ���	��� ������ ������� ��� ����� �� �!������� �� ���
���

�� ����� ���	�� 	� ��� ���	�� ������ 	� 	� !���!� �� !�������� ��� �����

��	��� �� ������ �� >��� �)!	�	�	�� $� �	�� �	�	� �! �	��!��	�� ��

��� ��������� ����� �!� ��� ��!��� �� ������	2���� �� ��� �������

7 >��� �)!	�	�	!� 	� � ��	 �� ������	�� �!�� ���� ��
	��	�� ��

��� ����� ��� 	�� �������� ���!�	�� ��� ���� ������� ������� 	� �*���



������� �	 ��
�� ������ 
� ����
����� ���
�������;-

������ 	���
� ��� �
���� ���������� +������� 	� �� 
���� � 7�
�

������	���� ��	�� 	� � ��	 �� ������	�� (θ∗
1, θ∗

2) �!�� ����L

V(〈θ∗
1, θ∗

2〉, πS
0) ≥ V(〈θ1, θ∗

2〉, πS
0),

V(〈θ∗
1, θ∗

2〉, πS
0) ≥ V(〈θ∗

1, θ2〉, πS
0)

�� ��� 〈θ1, θ2〉� $��� ��� 	��)!��	�	�� �� ��	��� 	� 	� ������ � 
�����

7�
� ������	�����

:
�� �	���!���� ��������	� ���� ��� �� ����� ��� >��� �)!	�	�	!�

��	�� A<<B� %� ��� ���� ����� ���� !��� ����	� ���
�*	�� ���!���	���

���!� ��� ����� �� ����� �!���	���� ��� ���	��� ������ ������ ����


���� �� �� �)!	�	�	!� ��	�� A<B� %� 	� ���� ���� ��� ���	��� >���

�)!	�	�	!� ��	�� "��� >��� �)!	�	�	!� �	�� ��� �	����� 
��!�# 	� ��


��� ���� 	� � ����	��� ��	�� �� ���
������ �� ��� ���	��� ������

����	���� �	��� 	� 	� ��� ������ ���	�!� 	� ��� ���	�� ������

8�� !� ��!� �� ��� ���� ����	��� 	� +	�!� 1�/� %� ��� ���

���	��� ��	�� >��� �)!	�	�	� �� {1, 1; 1} ��� {1, 0; 0}� %� ���� ��� � ���

�� �!�����	��� >��� �)!	�	�	� {0, p1
2; p2

2}� ���� p2
2 ��� ���� �� ���


��!� 	� ��� 	���
�� (.25, .75) ��� p1
2 ��� ���� ��� 
��!� 	� ��� 	���
��

[0, 1]� ��� �!�����	��� >��� �)!	�	�	� ������� �	�!��	��� 	� ��	��

��� ��� ����� ������ ������� ��� ������ ����� ��� ��� ������ �����

���� ��������� ������� 	� ����� s2� %� �!�� ������ 	� 	� ��	���� �����

�� ��� ��� ����� �� ���� �� ��� ������ ����� �	�� �*������ 
��!�

+5� +� ��� ������ ������ ��� ����� 	� +5 �� ����� ��� 	� ����
��� ��

	� ��� �� 	�����	
� �� ����	� �� � ���	�!�� ���	�� 	� ����� s2 "��	��

	� �������� �� ��� !��� ����� �� �� ������#�

%� ��	� ������� ��� >��� �)!	�	�	� �� ���� ��� ����� ���	�� �� ���

���	��� ������ ����	���� @����!������� ��	� �)!	
������ ���� �����

	� ��� �	���	�� 	� ��� ������ ����� $� ����� ��	� ��� ���	���� 	� ���

������	�� ��������

Theorem 3.2 ,� ��������� 	
����	�� ��������� ���8 
����
���

����' ����� 
����� 7�
� ������	���� �
 � ���� ������ �� ����

����� �
���� �� ��� 
���� � ���������
 � � ������� ���������

'���L 7��!�� ���� �� ��
� ��� ������ ��� ������ ��� ������� ��

��� ��	�� �� ��	�� >��� �)!	�	�	!� �� (θ∗
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Simple coordination without communication

$� �	�	����� �	��!���� ���	�	�� �� ��	� ������ !�	�� ���� ��	�����

��� ��������	�� �� ���� �� ��� p
Agent

State �����	�	�	��� J���
�� ��

���� ���	��� ������ �� ������ ��� ��!��� �� ��� �	����*� �� !��� ���

������� ,���2���� �����	��� �� ���� �� ����� i 	� ����� s ���� ��

��� ��	����� θi
s,a ��� θi

s,b� ��� �� ���� ���	��� ��� ���	�� �����	�	��

	� ����� �� � �!���	�� �� ����� ��	���� �� pi
s =

���(θi
sa)

���(θi
sa)+���(θi

sb)
.

3

4

5

6

7

8

9

10

0 100 200 300 400 500

sample run Pa
yo

ff

Trials

average

���� %�%� �	������ ���+	 ��� ��	 6�����	 ����������� 
����	��

+	�!� 1�1 ����� ��� ��!�� �� !��	�� �	��	�!��� ���� �	�� �

����	�� ��� �� α = .003 ��� � �	���!�� ����� �� γ = .99� ��� ����

�� � ������ !� 	��!������ ��� ��� ������ ���	����� 	�	�	���� ��
� ���

���� � �!�����	��� ���	��� ��� ���	�� 	� ��	�� ��� ��� ����� ������

����� ���	�� b ��� ��� ������ ����� ���� ��	�� ������� 	� � >��� �)!	�

�	�	!�� �� �� ��� 	� ����	�� 1�1� J���
�� ��	� ���	�� 	� ��� �*�����

����������� 	� ��� ,���2���� �������	2��	�� ����!�� 	� �)!	��

��� �� ��� ��	���� �� �� 	���	�� �� �	
� � �����	�	�� �� �	��� 0 � 1�

0�� �����!�� ��� ����	��� ��
�� ����� ��	� ���	��� 	� ��
� ������

	� �*������ ��	� ����� ���� ���� 	� �� ��
������ �� ��� ������ �����



������� �	 ��
�� ������ 
� ����
����� ���
�������;3

�� �	
� 	�� ������� ����� 0 � 1� ��!��	�� 	� �
���!�� ���
������

����� � ������ ���	�!� "���� ����� 	� ��	� �������	2��	��� �����

���	�� ������ �� ������ �*������ �	���#� ��� �
���� �� ��� !��

����� ���� ��� ����	��� ������ ���
���� �� � ��	 �� ���	�	�� �	��


��!� 
�� ����� �� ��� ��*	�!� 
��!� �� 10�

Soccer Domain

$� ��
� ����!���� �*��	����� �� � ����� ����� ����	� ������� ���

8	����� A=.B� ��� ���� 	� ������ �� � 6×5 �	� �� ����� 	� +	�!� 1�3�

���� �� ��� ����	�� ������ �� ��� ���� ��� � �	���� �������� �	��

V1

V2

O

G
O

A
L

G
O

A
L

���� %�/� ��	 ����	� �	� ,��� �,� �	������
��	��� 0V1 �� V21 �� ��	 �

��	�� 0O1�

� �*�� ������� �� ���

����� :
�� �	�� ���

���� ���	��� ��� �����

	�� ������ �� �������

������ 	� ��� 	��� ����

�� ��� ����� ��� ��� ���

������ 	� ��� ���� ���� ��

��� ����� :��� ���� 	�

��� �	� �����	�� �� ����

��� ������ :
�� �����

�� ��� ���� "	���!�	�� ���

��������# ��� �� �)!��

������ �� 	�	�	���� ��������

	�� ��� ����� 7� ���� �	�� ����� ��� �� ��� �	* ���	���L

{North, South, East, West, Stay, Pass} 	� �*��!��� �� � ������ $���

�� ����� ������� ��� ���� 	� �������� �� ��� ���� ����� �� 	�� ����

�� ��� ��*� �	�� ����� ���� ��� ������ ��
� �������� ���	���� ���� ��

�*��!��� 	� � ����� ���� $��� � ����� �*��!��� �� ���	�� ����

��!�� ��
� 	� 	��� ��� ���� ���!�	�� �� ���� ���� ������ �������	��

�� ��� ���� ���� �� ��� ����	���� ����� ��� ��� ��
� ���� ��� ���!�

$��� ��� ���� ����� 	��� ��� �� ��� ������ ��� ���� ���� ��� � ����

�� ±1 	� �	
���

$� ���� � ���	���� ����
���� 
��	�� �� ��� ����	� �� ���� ���

�����	
����� �� �����L ���� ����� ��� ���� ����	� 	������	�� ���!�

��	�� ����� ��������� ��� ���� ��� ��� ����!� �� ����� �� ��� �����

��!��� ���� ��� ���� �� 	�� �����	��� ���� �� ���� ����	��� ����
��

�	��� �� ���� ����L ������ 	� 	� ����� �!� �� ��� ����� � ���!�	�� ��

��������



������� �	 ��
�� ������ 
� ����
����� ���
�������;;

Results for Soccer Domain

%� ��!�� 1�;� 1�<� 1�. ��� 1�= �� ������ ��� ����	�� �!
�� �� �����

�� ����� �� M�����	�� �	�� � ������ �������� �� ���� ��� ����������

����
���� ��� ��� ���	���� ����
���� ������ $� ���� ���� ����	��

�!
�� �� ����� �	���!� ��� ���	�� ��

 	� ��� �� ����!� ��� ���

���������

 �� ��� ������ ���	�	��� ��� ����� �!���	2� �	�!���	���

�� ��� ���� ���	��� ���� �	����� �*���������� ���������L

� 4�����L :*��!��� ���	��� !�	����� �� ������

� 5����L ��
�� ����� ��� ����� �������	�� ��� ���� ��� �����

����� $����
� 	� ��� ��� ����� 	� !���� �� ��� �����

� (�����	
�L 4!���� �� ��� ���� �� 	�� ��� ����� ��� ����� � ��
��

�� ������ �!� ��
� ���
�� ��� ���� ����

$� ���� ��� �
���� ��������� �
� 10 !��� ��� ����	�� ��� ���

0.05 �� �	��	�!��� ���� ��� 0.1 �� M�����	��� ��� ��� �	���!�� �����

��� 0.999� ���!���!� ��� �*��	������ :��� ����� 	� ��� ����� ����

������ � ��!������ ��	�������� ��������� ��� �������� ��������

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0 100 200 300 400

A
ve

ra
ge

 D
is

co
un

te
d 

R
ew

ar
d

Trials (in thousands)

Q-learning/Completely Observable
Q-learning/Partially Observable

DGAPS/Partially Observable
DGAPS/No Pass/Partially Observable

���� %�4� �	������ ���+	 ��� � 	�	���+	 �

��	���



������� �	 ��
�� ������ 
� ����
����� ���
�������;<

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 100 200 300 400

A
ve

ra
ge

 D
is

co
un

te
d 

R
ew

ar
d

Trials (in thousands)

Q-learning/Completely Observable
Q-learning/Partially Observable

DGAPS/Partially Observable
DGAPS/No Pass/Partially Observable

���� %�"� �	������ ���+	 ��� � ��		� �

��	���

��� 	�	�	��	2�� �� ���	�� !�	����� �� ����� ��� ��� �����	���

����	��� $� !��� ε������ �*�����	�� �	�� ε = .04 �� M�����	���

��� ��������� 	� ��� ���� 	� ������ �� �
��!��	�� ��� �����

���	�� ��	
�� ��� ��� �����!� ����� �� �	��	�� ��� ��*	��� M�
��!��

,���!��� 	� ��� ���������� ����
���� ����� ��	� ����	� 	� ��

��� "��� ���������� ������� 	� �*��� �� 	� 	� ��� ����� �� ��
���	��

����#� M�����	�� ��� �� �*������ �� ���� ��� ���	��� ��	�� ���	���

��	�� 	� ����� �� ��� %� 	� 	������	�� �� ���� ��� ���� ���
������ ��

���������� ����
���� M�����	�� ���	��� ��� ����� ��������� $�

�������!� ���� ��	� 	� ����!��� ���	��� � ����� ��������� � �!��

���� ��� �� ��� ����� ����� 	� 
	�	���� ��� ����������� 
��!� �!���	��

���� �� �����!�	�� �� ������	2��	��� �� 	� �)!	�� � ���� ���� ��

�*��	���� �� ���
����

7� ���� �� ����
��	�	�� 	� ���	����� M�����	�� �� ����� ��	����

���
���� �� ��� ���� �������� ��� ��	�� M������ ��� ��� �� 	��

	��!� ��� ��� ����� ����
��	��� �� ��� 	��	
	�!�� ������� %� ����
��

)!	�� ���	������ �	�� �*������ �	�� 
�	���� ����!�� 	� �����	���

���
���� �� � ���� ���	�� ��� �����	��� �� � ��� ���� ��	� !���	����



������� �	 ��
�� ������ 
� ����
����� ���
�������;.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 100 200 300 400

A
ve

ra
ge

 D
is

co
un

te
d 

R
ew

ar
d

Trials (in thousands)

Q-learning/Completely Observable
Q-learning/Partially Observable

DGAPS/Partially Observable
DGAPS/No Pass/Partially Observable

���� %�#� �	������ ���+	 ��� � ����� �

��	���

����
	� ��� �� ���	�!��� �� ��� ���������� ������� �� !�	�� 
��!��

�!���	�� ���������� ��� �����	���� M�����	��� 	� �������

��� 	��	
	�!�� ����� ������ ��
� 	������ ����� �� ���� �� ��������

�	�	�� 	� ���	 ���	�� ���	���� ��	�� �	
�� ���� ���� ���������	����

��	�	�	�� !��
�	����� �� ��� M������� J���
�� ����!�� ���� ��
� ����

��! 	������ ������� ���� �� ��� ���� �� ������� � �������� ����	
�

���	��� �	�� � �	����� ���	�� �� ���� ����	��� ����
��	��� ��	� ��

��	��	�� ����� ������	2��	��� �!� ���� ��� ��� ������	�� �� ���� 	�

	�����	��� �� ������� � ���� ��������

(���	�� ��� ���� ���� ���� ���� 	������������� ��� ����	���	��

�� ���	�� ����� ��!� � �	����� ���	�� ����� ������ ���� �� ��	� ����

�	������ 	���
�� ���������� $� ������ ���� ��� ����� ��	� �����

����� 	� �� ��� ���	��� ��������� �	�� ���	�� ����
��	�	��� ����!��

	� ��!�� �� ����!���	������ 	�����	��� �� ���
� ��� ��
��� �*������

,�����	� �� ��� A-6B ���� ���� 	� ��� ��	�����	2�� ����� ���������

��
���� �� ������ �� ���
� ���� ������ "	� ��� ��������� ������*�

	�� �����#�



������� �	 ��
�� ������ 
� ����
����� ���
�������;=

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0 100 200 300 400

A
ve

ra
ge

 D
is

co
un

te
d 

R
ew

ar
d

Trials (in thousands)

Q-learning/Partially Observable
DGAPS/Partially Observable

���� %�8� �	������ ���+	 ��� � �	�� �� �,� ��	����

%� 	� ���� 	������� �� ��� ���� ��� ��� ����� ������ ��
� ������ ��

�������� 	� ���� �����L ���� ��� ���� ����	��� 	� !� 	� � ����	�

�	���!� ��� D����E ���	��� ��	�� ������ ��� ����� �� �	
� ��� ���� ��

	�� ��������� ��������� ����	����� �	��	������� ���	��� ���� ���

����	
� ��� ����� ���������� 7��	��� � ���������� ����� ���������

���� ������	�� �� �)!���� ����� %� 	� ������� �!Æ�	���� 	� ��	� �����

�� �	���� !� ���	��� �� ��� ����� �� �������	�� 	� ��� ���������

$� ������� ���� ���	�	���� �*��	����� 	� � ���������� ����	�

	� ��	�� ��� �������� ����
�� ����	�� ��� ��� ���� ������	
���� %�

��	� ����	�� ��� ���������� ����
���� ����� ����� 	� �� ���� ���� 	�

	� �	Æ�!�� �� �
�� ���� ��� M ������ ��� ����� ���!���� 	� �	�� ������

���� 
��!��� ��!�� �� �!�� ������ ��� ��!������ ����� ������ �	��

� �	�	����
	�� �������� ��������� M�����	�� ����	���� >�� �!�	��

	����� �� ��� ���� ��� ����� ������ �� ����	������ ��� �!������!��

+	������ �� ������� 	������ �*��	����� �	�� �� 	�����	��

�!��� �� ���������� ��� �������� ���� ��� ���� !� �� ��� ���

����	
� ����� ��� �� 	�����	�� �!��� �� ����� ������� +� ��� �����

	� ��	�� ��� �������� ���� ��� ��� ���� ��� ����� ������� �����



������� �	 ��
�� ������ 
� ����
����� ���
�������;6

��� �� � ������	
� ������� 	� ��	��� ���� �� ��� �	��� ��� ������ !����

�� ��� ���� �� ���	 ���� ��� ���	��� �����

3.5 Related Work

���� 	� � �	�� 	������ 	� �����	�� �	��������� ����	�� ����	����

�� �!��	������ ��
	�������� +� �*������ 8	����� A=.B ����	��� ���

�����2�� �  �����������	�� ����	��� �� ���	�� ���	��� ���	�	�� 	�

��� ������� �� 2����!� ����
 ������ 	� ��	�� ��� ������ ��
�

��	���� �����	�� 	�������� J! ��� $������ A<<B ������ � �	�����

�!��	������ M�����	�� ����	��� �� ��������
�� ������ ��� ��!�

���� 	� ���
���� �� � >��� �)!	�	�	!��

7 �	����� �!� ��	�� 	������	�� ����� 	� ���� �!��	��� ������ ����

��� ���� ������	
��� 7 ��!�� �� ��� ����
	� �� ������ ������	�� M�

����	�� 	��	
	�!���� ��� ���� �� 9��!� ��� ,�!�	�	� A1.B� ���!�	�� ��

��� 	�F!���� �� ���� ��!��!� ��� �*�����	�� ������	�� �� ���
��

����� �� >��� �)!	�	�	�� %� ,�!�	�	��� ���� ��� A/3B� �� �*����	�� ��


��!� 	����	�� ��� ��
������ ���� ������ ���� ����� �� ����� �*��	�	���

���!� ��� ����� �� ����	���	���

J���
�� ��� �� ��	� ������ !��� ����� 
����� ������� ���� ��

�����	��� 	� ���������� ����
���� ����
 ��
	�������� �!� ���

�������	�� !���!� 	� ���	���� ����
���� ��
	�������� %� 	� )!	�� ����

!�� 	� �!��	������ ������� �� ���!�� ���� ���� ��� �	����� ������

�� 	� �	����� ����	��� �����	���� ���� �� ��� ����
� ���� ������

�������

7��!�	�� ���� ���� �� ��� �	��	�!��� ������ �� ���� �� ����

�!�	���� ������� ��� ���� ��� �	��������� �	���� ��� �� �������

�����	���� �� ����� ����������� 0����	�� �� ��� A-3=B ������� �


��!� ����	�� !�� ��	�� ��� ���		����� ��!�� �� �� �����	
� �� ����

����	���	���� �!� 	� ������ ���!��� � ���!�	�� �	�� !�����	� ����

��	��� ,������ ��� ,�*�� A--B ��
� 	������������ �	
�� �� �����!�

�	��� 
�� �	�	�� �� �!� A-//� -/;B �� �	��	�!��� ���	��� ������ ��

���	� ������ ���� ����� �	����	��� ���!�	�	�	�� �� ��	� ����	���� ��

������	� !����� !�� 	� ��	�	�� ��!��� ���� 	�
��
�� ���� ����� )!���

�	�	�� ��� ���� �	����� �� ������� �� ���� ������������	�� �� ��

����	���� A-3?� -16B�



������� �	 ��
�� ������ 
� ����
����� ���
�������<?

3.6 Discussion

$� ��
� �������� �� ����	��� �� �	��	�!��� ����	�� 	� �������	
�

�!��	������ ����	��� %� 	� �!������� �� ��� ����� ���	�� 	� ��� �����

�� ������� ���	�	��� $� ������ ����� ����
�� ���� 	� ������ ���
����

�� � >��� �)!	�	�	!�� ����!�� ���� �� ����� ���	�� 	� ���	�� �����

���� �� ��� >��� �)!	�	�	�� ��� ����	��� ������� ���� 	� � �����

�	�!����� ����� ����	�� %� 	� ��� �!������� ���� 	� ��� ������*

����	�� ��� ���	��� ���	�� ����� ���!�� �� �	
� ��� ����� ���

����	
��� ��� �!���!� ����� ���	�� �� ��� ��������	�� 9����� 3

������� �� ����	���	�� �� �	��	�!��� ���� �� � ������* ����	� ��

�����	
� �!�	���

7� 	������	�� �*����	�� �� ��	� ��� ��!�� �� �� ����� ��� ������

�� ����� �*��	�	� ����!�	���	�� ���	��� �	�� ��� ������ �� ��� 	�

���� �� �*���	��� �� 	���
� ��������� 	� ��� ����	�� ��� �����

����� �� ��� ����	��� 	����� �	��� �� 	���
�� ���!�� ��� ����!�

�*�����	�� ������	�� ��!���� �	�� ��� ������� �� �*��	���� �!���

����	��� 	� ������ ;� %� ����� ���� ��� �!�� �� ����� �� ���!� ����

���� ��� ����� 	� �*���	�� �� � �	��� +	������ ���� ��� �� ��� 	����

���	�� �������	��� �� ������	�� �	�� ���� ������ �����	���� 	� ����	��

�� ���!�	�� �������� ���� ���� >��� �)!	�	�	!�� ��	�� ��� �� ���

�����	��� 	� �������	
� ������



Chapter 4

Adaptive Routing
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�����	�	��	� �!�	�� ���	�	��� 9����)!������ 	� 	� ���!�� �� �*����

���� �� �� �!��	� �� ����	� ����� �� ������ �������	�� ��� ������
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4.3 Empirical Results
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5.2 Likelihood Ratio Estimation
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hi �� ������ �*��	���� �� ���� ��� ����� 
�	���� ��� 	�� ���	���	���

$� ���	�
� ��	� ���� ��� 	����!�� ��� ����!�	�� 	��� ��� ��������	���

“Crude” sampling %� �� ���� �� ���	���� ��� 
��!� V(θ) �� ���	��

θ� ��� 	����������� 	����	����� �	��	�!��� "	�	���# ������� 	��!���

�� ��	� ���	��� ���� ���	�� N ������� hi, i ∈ (1..N) �� ��
�L

V̂(θ) =
1

N

∑
i

R(hi) . ";�-#

��� �*������ 
��!� �� ��	� ���	���� 	� V(θ) ��� 	� ��� 
�	����L

I�
[
V̂(θ)

]
=

1

N

∑
h∈H

R(h)2 '(h|θ) −
1

N

[∑
h∈H

R(h) '(h|θ)

]2

=
1

N
:θ

[
R(h)2

]
−

1

N
V2(θ) .

Indirect sampling %���	�� ��� ���� �� ���� ����� �� �� !�����

�� ������ ��� ��� ���	�� θ �	������ �!� 	������ �� ��� ������ ���

������ ���	�� θ′� ��� 	��!	�	�� 	� ���� 	� �� ���� ��� D�	�	��E �����

��� ���	�	�� ��� �� ��� ������� �� ��!�� !�� ������� ���� �����	��

�� ��� �	��	�!�	�� '(h|θ ′) ��� ���� �� ���!������ �����	�� �� ���

�	�	��	�� �� ��� ���	�	��� +������ �� ��
�L

V(θ) =
∑
h∈H

R(h) '(h|θ) =
∑
h∈H

R(h)
'(h|θ ′)
'(h|θ ′)

'(h|θ)

=
∑
h∈H

R(h)
'(h|θ)

'(h|θ ′)
'(h|θ ′) = :θ ′

[
R(h)

'(h|θ)

'(h|θ ′)

]
.

>��� ���� ��� ����� 	� ��� ���!��� �� ���� ��� ��
	�������� ������

	��� ��	�� ����� ���� 	� �	��� ��� �� "��� ���� ����� 	� ���# ���� ��

����!���� '(h|θ)� J���
�� �� ��� ��
� ��� ������	�� ��� ��!���

Theorem 5.1 (� ��� ����� ��� ��� ����� 
���� Θ' 
��� ����

��� ��	�	����� � ������ ��� �!�������� h ����� ��� ����� θ ∈ Θ



������� �	 ��
�� �������
� �
�� ���� ����� .<

�
 	����� ���� ��� ���' �� �
 �

�	�� �� �� ����� � ���������

��� ���� ��(h|θ)
��(h|θ′) �� ��� θ, θ ′ ∈ Θ ��� h ∈ H�

'���L ��� ����
 ���!���	�� 	� ������ ������ ���� '
(
h|θ
)

= '
(
s(0)

) T∏
t=1

'
(
o(t)|s(t)

)
'
(
a(t)|o(t), θ

)
'
(
s(t+1)|s(t), a(t)

)

=

[
'(s(0))

T∏
t=1

'
(
o(t)|s(t)

)
'
(
s(t+1)

∣∣s(t), a(t)
)][ T∏

t=1

'(a(t)|o(t), θ)

]

= Ψ
(
h
)
Φ
(
θ, h

)
.

Ψ(h) 	� ��� ����� 	� ��� �����	�	�� ������ �� ��� ��� �� ��� �*���

	����� ��������� �� ��� ��
	������� ���� 	� !������ �� ��� �����

��� ��� ���� �� �������� Φ(θ, h) 	� ��� ����� 	� ��� �����	�	�� ��

����� �� ��� ��� �� ��� �*��	����� ��������� �� ��� ������ ���� 	�

����� �� ��� ����� ��� ��� �� ����!��� "��� �	�����	����#� >���

���� '
(
h|θ
)

��� �� ����� !� ��	� ��� ���� ���� ��� �������� �*��

�!��� � ����	
� ���	�� ��� ���� 	� �*��!��� � ���	�� �	�� 	������ �����

"��� �� �*����� ��� ��	
��	�� �� 	������ ����� ��)!����� 	� 0��������

�	������	�� A-;-B#� ������� �� ��� ����!��

'(h|θ)

'(h|θ ′)
=

Ψ(h)Φ(θ, h)

Ψ(h)Φ(θ ′, h)
=

Φ(θ, h)

Φ(θ′, h)
.

�	
$� ��� ��� �����!�� �� 	��	��� ���	���� V̂ ��

θ ′(θ) �� V(θ) ���

	�	��� ������� hi, i ∈ (1..N) ���� �����	�� �� ��� �	��	�!�	��

'(h|θ ′)L

V̂ ��
θ ′(θ) =

1

N

∑
i

R(hi)wθ(hi, θ
′) , ";�/#

���� �� ���
��	����� �� ������ ��� ����	�� ��(h|θ)
��(h|θ ′) �� wθ(h, θ ′)�

��	� 	� �� !��	���� ���	���� �� V(θ) �	�� 
�	����

I�
[
V̂ ��

θ ′(θ)
]

=
1

N

{∑
h∈H

(
R(h)wθ(h, θ ′)

)2
'(h|θ ′) − V(θ)

2

}

=
1

N

{∑
h∈H

(
R(h) '(h|θ)

)2
'(h|θ ′)

− V(θ)
2

}

=
1

N
:θ

[
R(h)2wθ(h, θ ′)

]
−

1

N
V(θ)

2
.

";�1#



������� �	 ��
�� �������
� �
�� ���� ����� ..

��	� ���	���� V̂ ��
θ ′(θ) 	� !�!���� ������ 	� ����	��	�� A-1=B �� ���

������� 
������� "
�# ���	���� ����!�� ��� �����	�	�� '(h|θ ′) 	�

������ �� ������	2� ���� �� ��� ������� ����� ���� �� 	�������

	� ���	���	�� V � ��� �����	)!� �� 
� ��� �	�	����� ���	���� �� 	��

����� ��� ���!��� �� ����� 9��� ���	����� �� ��!�	�� ���	 
�	�

���� A-1=B� I�	���� ��!��	�� 	� ������ � ��!�� �� �*���	�	�� ����

��������� ���!� ��� ���	����� )!���	���

Optimal sampling policy %� ��� �� ����� A<6B� �� �*����� ��

���	�	2	�� �*����	�� ;�1 �	�� 8������ �!��	��	��� ���� ��� ���	���

�����	�� �	��	�!�	�� 	� '(h|θ ′) = R(h)��(h|θ)
V(θ) � ��	�� �	
�� �� ���	�

���� �	�� ��� 
�	����� >�� �!�	�	���� ��	� �	��	�!�	�� ������

�� !���� �	��� 	� ������� �� �	� ��������� �� � ����� �� ��� ��
	�

������ "����	�	�� �����	�	�	��� ���� �!���	��#� ��	�� ������	���

�! ���!���	���� ��� �� ��� 
��!� �� ��� ���	��� ��	�� 	� ���� ��

���� �� ����!����� J���
� ��� 	� ��� ����� ���� �� �����	)!�� ����

����*	���� ��� ���	��� �	��	�!�	��� �� �����	�� ��� �����	�� �	��	�

�!�	�� �!	�� ��� �	��� ��	�� ����	�� ��� ��!��	�� ���	����� !��	����


	� ���	���	�� �� �������� ������ D�����	
� 	�������� �����	��E ���

D�����	
� 	�������� �����	��E "���� �� �*������ A--1� -6/� --.B#� %�

��� ������� �� ��� 	������	�� ���!� R(h) � �
��!���� ���	��� ���

���	��� �����	�� ���	�� 	� ��� ��� ���� ������� ���	��� !�	����� ��

������

�� �
����� ��� ��	���	�� ���Æ�	��� wθ(h, θ ′) 	� �)!�� �� ���� �!�

!����!������ ��� 
�	���� �� ��	� )!���	�� ��� ��� ��	��� ����� +��

������

Lemma 5.1 :θ ′ [wθ(h, θ ′)] = 1�

'���L

:θ ′ [wθ(h, θ ′)] =
∑
h

Pr(h|θ)

Pr(h|θ ′)
Pr(h|θ ′) =

∑
h

Pr(h|θ) = 1.

�	

Lemma 5.2 σθ ′ [wθ(h, θ ′)] = :θ[wθ(h, θ ′)] − 1�



������� �	 ��
�� �������
� �
�� ���� ����� .=

Pr(h|   )θ

θPr(h|   )

hexperience

0

0

return  R(h)

���� 4��� =�
���	����� �	���� �� 
���������� ����������

'���L

I�θ ′ [wθ(h, θ ′)] =:2
θ ′ [wθ(h, θ ′)] − :θ ′ [(wθ(h, θ ′))2]

=:2
θ ′ [wθ(h, θ ′)] − 1

=
∑
h

(wθ(h, θ ′))2
Pr(h|θ ′) − 1

=
∑
h

(
Pr(h|θ)

Pr(h|θ ′)

)2

Pr(h|θ ′) − 1

=
∑
h

(
Pr(h|θ)

Pr(h|θ ′)

)
Pr(h|θ) − 1

=:θ[wθ(h, θ ′)] − 1 .

";�3#

�	
%��!	�	
���� ��� �	��� Pr(h|θ)� ��� �	��� 	� wθ(h, θ ′) ��� ��� ���

�	���� 	� 	� �� �� ����!������

�� ��� � �!��� 	��!	�	�� �� �	�� ���� ��� ����	�	���L

Definition 1 # C8��	������ 	������ �� ��
���	����
 �
 ������ �


D��(p, q) =
∑

x

��

(
p(x)

q(x)

)
q(x);



������� �	 ��
�� �������
� �
�� ���� ����� .6

Definition 2 (Jensen’s inequality) (� ��� ����! ������� f(x)'

: [f(x)] ≥ f (:[x]) .

$� ��� ������	��L

:θ[wθ(h, θ ′)] =:θ �*�

(
− ���

Pr(h|θ′)
Pr(h|θ)

)
≥ �*�

(
−D��

(
Pr(h|θ′), Pr(h|θ)

))
.

4���� 5.2.1 ,� �
 
������
 �

�	�� � ��� � 	����� �
������ �
V(θ) 	� ������� ������ ����� θ ′' ������ ���� ��� ����� θ ��
�����

;��� �
 �� ����
������� �!����� )
�� ����� 5�=+2 ������� ���� � ���

���� ������� R(h) �
 
��� ���� �� �
 2�� �� ��� �!��������
 �� 
��


�	�
���� H0 � �!�������� 
���� H� #� ��� 
��� ���� ��� ����� θ'

����� �� ��� ������ � �������� 
����
 ���
� ��� ��� ���� �����'

�� H0� ,� �� ���� θ �� �� ���������' �� ��� ��
���� 
�����


��� ����> ,� ����
 
��
� � �
� ������ �����' ����� ������


�!��������
 ���� ������ ������' ��� �������� ��� 
�����
��

Weighted indirect sampling '����� ��� 0���� A-1?B 	����!���

�������� ������ 
������� "���� ����	��� �� 4!�	����	� A-1=B#�

%� ���	�
�� � 
�	���� ��!��	�� �� !�	�� ��� �	��	�!�	�� Pr(h|θ ′)
�� ���	���	��� ��	�� ���	�� ������� ��� ��� �	�	��� �	��	�!�	��

Pr(h|θ)L

V̂θ ′(θ) =

∑
i R(hi)Pr(h|θ)∑

i Pr(h|θ ′)
. ";�;#

:��	���� ";�;# 	� ���� �� ����� ���� 	� 	� ���	� �� ��� ����

���� �����	�� �� ���	����� θ ���� �����	�� �� ���� ���� θ ′� ��	��

����
� �F���� ���� ��������� ���!� ��� ��!���

��� ��	����� !�	��� ���	���� ��� �*������ �� 0���	� A-<1B ��

����� ���� �������� ��� ������	2�� ��

V̂θ ′(θ) =

∑
i R(hi)

Pr(h|θ)
Pr(h|θ1)∑

i

Pr(h|θ2)
Pr(h|θ1)

. ";�<#

����� �	���� �� �	 �� ���� >���& !��"$ ,���	 �+��	 ,	 ,��� ���	 �� �����,��

	�	�
�6� ���� ���	- ,	 ��� �	���� ���� ,��� ��

	�� ������	���� 
�������- �����	

������� ,�	� �� �� ?��� 2�	,	�������3- ��� ����	��	 �� 2��
������	3 ��� 
�� ����
�� ,�� ,	 �+����	 ����� ��	 ���	 ����������� ��	��� ����	� ���� ������	����

��������



������� �	 ��
�� �������
� �
�� ���� ����� =?

���� �� ������ �����	�� �� θ1� ��	�� ��!��� �� ���	���� ";�;# !���

��
	�� !�	��� Pr(h|θ1)� �� ���	���� ";�/# !��� ��
	�� θ1 ≡ θ2� ���

�� ���	���� ";�-# !��� ��
	�� ���� Pr(h|θ1) ��� Pr(h|θ2) !�	����

��� �	��	��� �����	�� �� ��� ���	���� ";�<# ��� ������	���� ��

0���	� A-<1B� ��	� 	� � �	���� �!� ����	����� ���	���� �� V(θ)� �����

	�� ���� 	�� �	�� β ����� �� 2�� �� �!��� �� ������� 	�������� +!�

������� !��� ����	
��� �	�� ���!���	���� ��� ���� �)!�� ��

"�0:# �� ��	� ���	����� ��	�� 	� ��� �!� �� ��� 
�	���� ��� ��� �	��

�)!��� "�0: = I� + β2# 	�

�0:
[
V̂θ ′(θ)

]
=

1

N

{∑
h∈H

((
R(h) − V(θ)

)
wθ(h, θ ′)

)2

Pr(h|θ ′)

}
+ O

(
1

N

)

=
1

N

{∑
h∈H

(
R(h)Pr(h|θ)

)2
Pr(h|θ ′)

−V(θ)
2

}
+ O

(
1

N

)
.

";�.#

+	������ 	� �!�� �!� ���� � ���	�!�� ���	�� �� θ2 ≡ θ ��� � �����

���� ����� ���� �)!�� �� �
� � ���� ���� �� ������� ����!��

���� 	� ��� ���� �� ���	��� ������� �����	�� A-<1B� ��	� ���	����

��� ���� !��� 	� ��� ����� ��� �� 0!���� ��� '��!� A-1-B 	� ���

�����*� �� �*�����	�� �� ��� ��(λ) ���	�� �� ����	�� ����	�� �����

	����� 8�� !� ���� ��	� ���	���� ��� �������� ��������� 
�������

"�
�# ���	�����

V̂���
θ ′ (θ) =

∑
i R(hi)wθ(hi, θ

′)∑
i wθ(hi, θ ′)

. ";�=#

4���� 5.2.2 "�� �
 ��� � �����
���� ��� ��8������ 	������
V̂ ��

θ ′(θ) ��� V̂���
θ ′ (θ) �
������
� ,����������' ��� �������� �
 ����

�� ��� 
������� ����� θ ′ �� ����� ��� 
�� ���3������
 ���� �!�
������� �� ��	�	������
 ����� θ ′' ����� ���� ���������� 
���������
��	�	������
 ����� ��� �
������� ����� θ' 	����
� �� ���
�
 ���

����� wθ(h, θ ′) � 	�� ��� $�� �
� �
������ �����
���
 ��

���� 	� ���������� 	� ��� 
�� � ��� ������
�

4���� 5.2.3 "��?
 �� �� 
�� �

�������
 � ��� �� �
�����
��
� &��� ��� ���	�� � 
�����
 �
�� �
 ����' 	��
 � �
�

����
 � ���
(

β2

���
= o

(
1
N

) )
' 
 �� �
 ������ � �
�������� ����

3�
� � ��� 
�����
' ���� 	������ �
 ��8������ 
� ��
 � ������



������� �	 ��
�� �������
� �
�� ���� ����� =-

��������' ����� �
� ��
 � 
������ �������� 8
�� 	� 	��
� $���

����
 ���� �� ��� ���� ��� ��������� �	�� ��� ����� � ���

�
� �
������� ,� ��� �!�����' �� �� ���� � �
� ��� �� 
���

���' ��� �
� ����
 �
 V̂���
θ ′,1(θ) = V̂���

θ ′,1 (θ ′) ���� :θ ′
[
V̂���

θ ′,1(θ)
]

=

V(θ ′) ��� � �������� Varθ ′
[
V̂���

θ ′,1(θ)
]

= :θ ′
[
R(h)2

]
− V(θ ′)2'

����� �
 � ����� �����	������ ��������� (� 
� Varθ ′
[
V̂ ��

θ ′,1(θ)
]

=

:θ ′

[
R(h)2

(
��(h|θ)
��(h|θ ′)

)2
]

− V(θ)2' ����� ��
 ��� �������� ������ �

������ � ��	�	����� �� ��� ����������

Multiple sampling policies 0� ��� �� ������ ���!� !�	�� � �	��

��� ���	�� �� ������� ��� ������� �� ���	���	��� $� ���� ���� �� ���

�!���	�� ���� ��� ����	���� �	��	�!�	��� ��
� �)!�� �!����� %� ����

����� �� ���!��� ���� ��� �	���� ��� � ����2�� �����	�	�� �� �� 	��

�!��� �� ��� ���	��� ��
	�!��� 	� ��!�� �� ������	�� �� �*��!�� � ���

�	����� �����	�� ���	�	��� ��	�� �	��� ��
� �	���	�� � �
�����	��

�!����� ���� 	� �	����!� �� ��	� ��������� ����	����	�� �����	��

�����	)!� A-1=B� J�� �� �!�� ����	�� ���� 	� 	� ����	��� �� �*���� �!

������	� �� 	����!�	�� � �	� �����	�	�� �� �����	�� � ���	�� �!� ��

� ��� �� �����	�� ���	�	��� ���� �*��!�	�� ��	� �����	�� ���	��� �!

�����	�� �����	�	�� �	�� ������L '(h) = '(θ ′) '(h|θ ′)�

5.3 Policy Evaluation Algorithm

$� ��
� �	��!���� 
�	�!� ���� �� �
��!��	�� � ���	�� �� ����	�	��

������� �� ��� ��!� �!���	��� %� ��	� ����	�� �� ����	�� ��� �� �!�

��	� ���	���	�� ������ 	��� ����	�� ����	����

7� 	��!������ �� +	�!� ;�-� �� �	�� �� �!	�� � ��!� ����������

���� �����	�� � ����������	� ����� �� ��� 
��!�� �� ��� ���	�	��� 5	
��

�� ��	��� ���	��� ��� ��*� ��
	������ ��!�� �� ���	���� �� 	��


��!�� �� 	� ��� ���	�� ��� �	�� �!� 	� ��� ��� ��
	������� $� ���!��

���� ����	�	�� � ������ ��� ��� ��
	������ 	� ������� �� �� ����

��� ��*� ���!�� �� ���� ���� � ����� �!��� �� )!�	�� ����	��

���	�	�� {θi}, i = 1..N ��� ���	
� ���	����� {V̂(θi)}� ����� )!�	�� ��

	���������� �� ��� sample() �!�	�� "����� ;�-#� %� �)!	�� �����

�� �	2�� O(n|S||A|) ��� ���� ��� ������ �� ��� ������ �� ��� ��	2��

�.	 ��+	 n �	���� ��� ���?	�����	�- 	��� �� ,���� ��������� ��	 ����	� Ri - ��	
����	� Φi- |S| �����	�� Ns �� +������� ����	� �� |S||A| �����	�� Nsa �� 
	��������



������� �	 ��
�� �������
� �
�� ���� ����� =/

���� 4��� ��	 sample() ������	�

Input: ��� �� ���	�	�� θi� i ∈ 1..n

For i = 1 �� nL "���� n �	���#

• ,��	��	�� �� ��� �	��L

Φi ← 1� R← 0

�� ��� (o, a)L

No ← 0� Noa ← 0

	�	�	��	2� ��� ����� s(0)� ����
� o(0)

• 7� ���� �	�� ���� t �� ��� �	��L

	��
(
Ni

o(t)

)
(�� ��*� a(t) ��� µ(o(t), a(t), θi)

	��
(
Ni

o(t)a(t)

)
:*��!�� a(t)� ��
	�� ��
	������ 	��� s(t)

5�� ���� r(t)� ��� ����
��	�� o(t)

Ri ← Ri + γtr(t)

Φi ← Φiµ
(
o(t), a(t), θi

)
Output: D =

〈
Ni

o, Ni
oa, Ri, Φi

〉

T � �	��� ��� �� ���� �� ��!���� �� �
���� 	� ��� ��������� $� ������

�� Φi� i ∈ 1..n� �!���� ����!����� 	� �����!� sample() �����	��

��
∏T

t=1 '(a(t)|o(t), θi)�

7�� ���	�� ����� ����	��� ��� ��� �� ����	��� �	�� ��	� ��*�

��
	������ �� ���� ��� ����� �*��	����� 7� �� �*����� �� ��
	��

��� optimize() �!�	�� "����� ;�/#� ��	�� ����!����� �� ���	���� ��

��� ���	��� ��� ������ � �������� ������� !����� θoa←θoa+α∆oa

���� ��� ���	�� 	� ��������� �� � �����!� ����� "��� ���� /3# ���

��� ,���2���� ��� 	� !��� "��� �)!��	�� "/�1# 	� ����	�� /�/#� %� 	�

����	��� �� �!���	�!�� �� ��	� !����� �	�� � ���� �� �	�������� A-1/B�

��	�� ��	�� �� 
��!� ���	����� ��� ���� ��� �)!	� � ����	�� ����

��� optimize() �!�	�� ����!��� �� 
� ���	���� �� ��� ���	��� ���

�� ������ a �� ����	 s� 6� ���	 �� �������������� 
�����	� ,	 ���� ��+	 �� �		
 nT

����	�� ��� n ���?	�����	� �� ����&�� T� @��������� �
	����� �� ��� � �����������
	
	�	��	 �� ��	 �	���� �� ��	 ����&���



������� �	 ��
�� �������
� �
�� ���� ����� =1

���� 4��� ��	 optimize() ������	�

Input: 	�	�	�� ���	�� θ� D =
〈
Ni

o, Ni
oa, Ri, Φi

〉
�

U �� ���	�	2��	�� ����� m

For j = 1 �� mL "�� m ���	�	2��	�� �����#

Init: For ��� (o, a)L ∆oa ← 0� κ← 0

For i = 1 �� nL "	���* ������ �	���#

Initialize: Φ(θ)← 1

For ��� (o, a)L

Φ(θ)← Φ(θ)µ(o, a, θ)Ni
oa

For ��� (o, a)

∆oa←∆oa+Ri Φ(θ)
Φi

(
Ni

o − µ(o, a, θi)Ni
oa

)
κ← κ + Φ(θ)/Φi

For ��� (o, a)L

θoa ← θoa + α∆oa
1
κ

Output: ��������	��� ���	�!� θ


��!��

Φi =

T∏
t=1

µ(o(t), a(t), θ) =
∏

o∈O,a∈A

µ(o, a, θ)N
i
oa .

�� ����!�� � �
� ���	���� �� ��!�� ��

∆���
oa =

1∑n

i=1

Φ(θ)
Φi

n∑
i=1

Ri Φ(θ)

Φi

(
Ni

o − µ(o, a, θi)Ni
oa

)
.

4���� 5.3.1 7�� ���� �� �
 �

�	�� � ������ ����� �
������ �
�
� � �
������' 	�
�� � ��� �
������� � 	��
 ��� ���������

How to sample? (	����� ��������� ��� �� ����� �� ����	��� ���

������	�� �� �	����� ����	���	��� �� ��� sample ��� optimize �!�

�	���� ��� 	� �� �������� ���	�	2��	�� !��	� ��� 	������	�� �	�� ���

��
	������ 	� ���������� ��� ����	�� ��� ��� �
�	����� 	������	��

	� ��� �� ���	���� "8�����# ��� ����� D
��!� �!����E �
� ��� ����

	�� ������� ������ +������ 	� 	� �������� 	� ����� ;�1��� 7�����



������� �	 ��
�� �������
� �
�� ���� ����� =3

���� 4�%� A������ ,��� �� ������	 sample() ,��� optimize()�

D← 0� θ← u 

D← sample(θ, n) 

θ∗ ← optimize(θ, D,∞) 

�� @<8�����A

θ← θ0� D← 0 

Loop:
D← sample(θ, n) 

θ← optimize(θ, D, m) 

	� @(����A

D← 0� θ← θ0 

Loop:
D← D ∪ sample(θ, n) 

θ← optimize(θ, D, m) 

�� @%�����A

������� 	�
��
�� !�	�� �� ����	���� �	
�� �� ����� �������� ����

	�� 
��!� "��� ���	��� ������# ���	����� �� ���� 	����	��� �� !�����

��� ��������	� ���!� ��� ���	��� ���	�� ���� ���� 	������	�� "� ���

	������	���# �	�� ��� ��
	������� $� �	�� ���� ��	� ������ � �����

	�� �	�� ����� �����	��� ����� ;�1�� ������� ��	� �!������� ��� ��

�� ����	�� ���	�	2��	�� ��	�� �!�	�� ��� �*��	���� �� �
�� ��	�� ��

�	��� ��� ��
	�!� ������� 	� �� ��!�� ���� ��� �	2� �� ������� D

���� 	���	���� �	�� �	��� 7� �������	
� 	� �� !�� ��� ���� ��� � ���

!�� �� ��� �� !��	���� ���	���� �� ��� ���	���� !�� 	� �� ���� � "���#

����"�# !� ��� ���	���� ���� ����� 	� "����� ;�1��#� ��� �
���	�

����	���� A-?3B �� �� �*���� ���� �� D�����E� 	� ��	�� ���� �	�� 	�

�������� �� ��� ���	�	2��	�� ���� "n = m = 1#�

Illustration: Bandit Problems 8�� !� ����	�� � �	
	�� �*�����

�� � ����	� ������ �� 	��!����� ��� ����	���� ��� ��� ��
	�!� ����

�	��� ��� ��
	������ ��� � ��������� ����� ����� �� ��� ������ 	�

��	�� ��� ���	��� a1 ��� a2 �� �
�	������ ��� ����� �� ���	�	�� �
�	��

���� 	� ��������	� ��� ������� �	�� ��� ������� p� ��� �����	�	��
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���� 4�%� B�
������ �	����� ��� 2��	� ��	����	3 0��
1 �� 2��	� ������	3 0����
���1 
����	���



������� �	 ��
�� �������
� �
�� ���� ����� =<

�� ���	�� ��� ��� ���	��� ��	�� 	� ������	��� �� �� 	� ��� 	���
��

[ c, c ] = [.2, .8]� $� ����	�� ��� �������� ������ DJ�E "�	���� ����

�!�# ��� DJ+E "�	���� ��	�!�# ���� �� ��	�� ��
� ��� ���� �*������

��!�� �� ���	���L 1 �� a1 ��� 0 �� a2� %� ���� J+ ��� J� a1

������ ��!�� 1� %� J+ a2 ��!�� 10 �	�� �����	�	�� .99 ��� −990

�	�� �����	�	�� .01� %� J�� a2 ������ ��!�� 0� ��	�� a1 ��!�� −10

�	�� �����	�	�� .99 ��� +1090 �	�� �����	�	�� .01� $� ��!�� �*����

� ������ ����	�� ����	��� �� ������ ��� ���	�	�� ���� ���� �����

!��� ����� 	������	��� ����	�� �� ������ ��� �!�����	��� a2 	� ���

J� ������� ��	� ������� 	� 	���	� �� 8����� "� ��	��# �����	���

��	�� ������� !�	����� ��� ��� ���	�� ����� ��� �	�� �	���
� ���

�	���� ����!� �� a1 ������ ��	� 	� 	����� ��� ����
	� �� ����
� 	�

�	�!���	��� "��� ��!� ;�1�����#�� �� ��� ������� �� ��� J+ ������

"+	�!� ;�1�	���# ��� ����� ����	��� ���� ������ �� 	�	�	���� �������

���	�� �� a2� ��	�� ����� ������ �!� �	���
�	�� ��� �	���� ��	�!�

)!	�� ����� %� ��	� ������� ��� ����	�� �����	�� ����	��� 	� �����

�� �	���
� ��� ��	�!�� >��� ���� �����!�� ����� 	� �������� �����

	� J+� 	� 	� �!�� ���� 	� J�� %� 	��!������ ���� �	���!� ��� �	�

��������� �� ��� ����	� ��� �	
�� � �	�	��� �!��� �� �������� 	� 	�

	������� ��� �� �!	�� �����	�� ������ �� ���	�	2��	���

5.4 Empirical Studies of Likelihood Ratios

for Exploration

%� ��	� ����	��� �� 	��!����� �� � �	���� ����	� ��� 	�������� ����

��	�� ��� �� !��� 	� ���� �� ������ �Æ�	��� �*�����	�� ��� ������

�����	����� ����� !� ����	��� $� ������ ��� ��������� �� ����

����	����� ��� ��	
� ����	��� ����	��� 	� ����	�� / ��	�� �� ����

�������� ��� ��� 
��	��� �� ��� 8������ ����	��� ����	��� 	�

��	� ������� !�	�� ���� 
� ��� �
� ���	������ ��	�� �� ������ �� 
�

��� �
� ����	���� ��������	�����

0	��� ��� �� ���� �� �
��!��� ���� ���	�� θ ��� ��!��� �� ������	��

������ ���	��� θ ′ 	� �� ����!���� ��� �	���	���� ��	�� ��� �*�������

���	�� θ ′ ��� �� ��	���&	� ���� ��� ��
� �� �� ����	���� �� ����

θ� %� ���	�!��� θ ′ ��� !�� ��� ���� �� �*�� 	������	�� �!�� ��

��!���� �� ����� 
	�	��� ��� ���� �)!	����� 	� ���� ��� ��������


��� ���
�� �	
�	�	�� �� �+	���	 �	���� �+	� %7 �����
����� �� ,��� ��+	� ��	 ���	 ��������� �� ���� ����� �� �����������



������� �	 ��
�� �������
� �
�� ���� ����� =.

����	��� !��� θ 	� ��	�� ����	��� !��� θ ′� J���� �� ������ !�� ���

���������
��� ���	��� ,!� �� ���� �� 	�������� �	* �!�� � ���	�� �	��

��� �!��� ���	�� !�	�� �� �*�����	�� ��	� λ ����� �� ���� �	�� ����

�� ������ � �����	�	��	� ���	�� �	�� �����	�	�� λ ∈ [0, 1)� ��� ���

�!��� ���	�� θ �	�� �����	�	�� (1 − λ) > 0� ���� ������� �Æ�	���

�*�����	�� ������	���

��� ������	�� ����	��� �� !�� �� ����� �*��	����� 	� � D�����E

����	��� �������� 	� ����� ;�1�� �	�� n �����	�� �	��� �������� ��

��� ���	�	2��	�� ����� (!	�� ��� �	���� ��!���� �� 
	�	��� ������ ���

������� ���	��� �� ��	���	��� ��� � �!�!���	
� �	���	���� ��	� 	�

����!���� 7��� n �	��� �� !����� �� ��� �!��� ���	�� 	� ���� ���

���	�� �� ��� ���	��� ���	���� ����!��� �� ��� 
� � �
� ���	����

��������	����� ����� ;�3 ������� 	� ����	� ��� ����	��� ����	��� 	�

�� !�� �
� ���	����� �����!� ����� ���	�� ���������	�� ��� ,���2�

���� ���� ��	� ����	��� ���!���� ���	�
�� ��� ���� ��������� ��

��� ��� ����	���� �� ��������

��� ��!��������� �*�����	�� ���	�� �	
�� �!�� �� ��
������ �� ���

8������ ����	��� �� ��� ������	�� ������ (�����	�� �� ��� ���

��� �������� 	� 	�	�	��	2�� 	� ��� ���	��	�� �� ����	��� ��� ������*	��

�� ��� ��� �	��"�# ��� �� 
�� ��� �!� �� ��� 	�	�	�� ����� ����

�� ��� ����	���� 0	��� ��� !����� ��!��	�� ��� � �	���� �	�� ���

��� ������ ��� ���	�� � ���� ��� ��� ����
� � 
�� ��� ���������

�!	�� ��
��� �	��� 	� ��� ���	��	�� �� ����	��� 9����	�� ��� ����

�����&�� �!������� �� C���	� ��� 0	����� A.<B �� �� ����	����

	� ���&��� ��� ��!�� ��� �*������ ������ �� ������ 
�� ��� �	��

�	��� ���� �� �� ��	��� !������ ������ � �	��� ��� ��� ������ �� ���

��� �	�� ������� ���� �� ��� 	�	�	�� ���������

��� ������	�� 	����������	��� �� ���� ��� �� !��� �	�� �Æ�	���

�	����� �*�����	�� ���	�	�� �� �
�	� �� 	�	�	�� ����� ����� �	�� θ ′

��� �� ���� �	����� �*�����	�� ���	�	�� "��	�� �� ����� �����	��

	��	� ��� ��� ����	����#� 	���!�	�� ��!��� ��!��������� A-.3B ���

��!���! ��� ,�!�	���� ������ �*�����	�� ���	�� A-?-B� ����
�� ���

����	���� ��� ���	�� �� ������� �� ��������	� �*�����	�� ���	�	���

Numerical Simulations

$� ������ �! ������	�� ����	���� �� � �	���� �	������ ������

����	��	�� �� �� ����� �)!�� ��� ���� ��� ����	�� ����� ��� ���

���� �� ��� �����	�� ����� "��� ��!� ;�3#� +�! 
�	���� �� ��	�
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���� 4�/� �� � �
����� ��
�	�	������� �� ���� ���	 �� ,	����	 ���

1. Initialize ��� �������� ��	���� θoa

2. Initialize 
�	�����L

• �� ��� (o, a)L ∆oa ← 0

• K← 0

3. For i = 1 to nL "�*��!��� n ����	�� �	���#

• ,��	��	�� �� � �	��L

�� ��� (o, a)L No ← 0� Noa ← 0

R← 0

K← 1

h← (o(0))

• 7� ���� �	������� t �� ��� �	��L

	��
(
No(t)

)
�	�� �����	�	�� λL a(t)← µ(h, θ ′)

�	�� ���� 1 − λL ��� a(t) �� ����� ������	�� µ(o(t), ·, θ)

	� a(t) = µ(h, θ ′)L K← Kµ(o(t), a(t))/(λ + (1 − λ)µ(o(t), a(t), θ))

����L K← K/(1 − λ)

	��
(
No(t)a(t)

)
�*��!�� �� ���	�� a(t)� ���	
� r(t), o(t + 1) ��� ��
	������

R← R + γtr(t)

������ ��� �	��� (a(t), r(t), o(t + 1)) �� h

• :�� �� ��� �	��L

�� ��� (o, a)L ∆oa ← ∆oa + KR(Noa − µ(o, a, θ)No)/ζ

K← K + K

4. Update policyL

• �� ��� (o, a)L θoa ← θoa + α∆oa/K
5. LoopL ��!� �� /�

������ ��� �	��L ���� ��� � ��� ��� �� � ���� ���	��� ��� ���

������ ��� �� �!��� ����
���� � ���	���� ����
����� ��� ����

���	�� �	��� ��� ����� ���� �� ��� ����	�� ������ $��� ��� ������

	� ���	���� ����
����� ��� ����� ������ ����	
� 	�� �!� �����	��� �!�

���� ��� ������� � ������� �� ����� 	� 	�� 	����	��� ��*	�	��� ��	�

������!�� ��	��	�� 	� 	��!������ �� ����	�� �� ��!� ;�3� :��� �)!��

�	�� ��� ���� ����	�� ����� ��� ���� �� ��� ������ ��	� ������
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S

G

���� 4�/� � ���
�	 ����,��� 
����	��

+	�!� ;�; ������ ����	��

�!
�� ����	��� 	� ��� 15 ×
15 ���	���������
���� �������


�	��� �� ��� ������� !�	��

��!���! ��� ,�!�	���� A-?-B

������ �*�����	�� ���	�� �	��

γ = 0.95� α = 0.01� n = 3�

ζ = 1� �
����� �
� 30 !���

����� ����� ������� ��� �
��

�!�	�� �� ��� )!��	�� �� ��� ���	��

������ �� � �!���	�� �� ��� �����

�!��� �� �	�������� �� 	������

�	��� �	�� ��� ��
	�������

9�������� ��� 	�	�	��	2�� �� ��� !�	��� �	��	�!�	�� �� ���	���

�� ��� ����
��	���� $� �	�� ��
��� ������� ����	��� ��� ��
	�

������� �� �	����� �	2��� %� ��� ���	�� �� ��� �����	�� ���	��� ��

���!��� �� ��� ������	
� �� ��!�	�� ��� �	���� ������L �� �	�� ��
�

��� �	����� �*�����	�� ���	�	�� �� θ ′� 	���!�	�� ����� ��!����������

��!��� ��!��������� A-.3B ��� �� 	��	��� "��# 	����������	�� ��

� ������ ��!��������� �*�����	�� ���	�� ������� �� ��!���! ���

,�!�	�� A-?-B� :*�����	�� ������	�� ���	���� �� �!��� ����
����

��
	������� ��� ��	
��� ������� �� �����	�� ������ �� ����
��	���

	� ��� ���!���� ���� ����	�� �	�� ��� ���	���� ����
���� 
�	��� ��

��� �������

��� ��!��� �� ����� �*��	����� �� )!��	���	
��� 	���������� ��

��� 
�	��� ��� ��� �	2� �� ��� ������ "�����!�� �� ��� !����� ��

!� �*��	����� 	� ���� ������� �� ��������� �	2�� �!� �� ��� �*�

������	�� ������*	�� �� ����� ���� 	� ����� �������#� ��� ����

��������� ��� ����	��� !�	�� ��!���! ��� ,�!�	���� ������ �*����

��	�� ���	�� A-?-B�

%� ������� ������� �����	�� 	� 
�� ������ ��� ����� $	�� �����


��!�� �� λ� �	���� 
� ������ !� �� ��!�� ��� ������ �� ����	�� �	���

�	���!� �����	�� ��� )!��	�� �� ���	�� ������� J���
� ��� 
� �����

	��� ��	��� ������� !������� ��� ��������	����� �!��� �� ��� ���	�

�	�� �� ��� ��	� λ 	�������� 9����� ��!� ;�;"���# ��	�� �������

��!��� �� λ = .1 �	�� ��!� ;�;"������# ��	�� ������� ��!��� ��
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λ = .3� ��	� 	�����	�	�� 	� � ����� ������� �� 
� ���� ��� �����	��

�	��	�!�	�� "��� ������� !��� �!	�� ����	��# �	��� � ��� ��� ���

����� �	��	�!�	�� "��� �!��� ���	��# A-61B� %� ��	� ����� 
�� !��

�	���� �
���� �� �����	���� �	�� �!�� 	�������� ���Æ�	����� J�����

�����
� ���� ������� ���� 	��!�� ��
�����	�� ��	��� !������ ����

��� �!�� ��� ����	��� �� � 
�� ��� ���	���

��� �
� ����	��� 	� �� �� ��� ���� �Æ�	��� ����	���� %� �����

������ ���� λ ��������� 1� �
�� �	�� � ����	
��� ����� �!��� ��

����	�� �	��� "n = 5#� %� ��� ��!� �� !��� �	�� �	�� 
��!�� �� λ�

��	�� ������ �����	� ��!��	�� �� ��� �	���� ������� ��	� ���		���

���	��� �� 	� ��������� �	�� ������	��� ��!��� �� ����	�� ;�/�

5.5 Discussion

%� ��	� ������� �� ��
������ 
��!� ���	����� ���� !�� ���� �������

���� !�	�� ��� ���	�� �� ���	���� ��� 
��!� �� !�	�� ������ ���	���

��!��	�� 	� ������Æ�	��� ����	�����

0�������	� ���	��� ������� ��� �	���	���� ��	�� ��
� ���� ����

!��� �� ���	�	2��	�� ������� "��� ��� �� '��� 5���� A;?� ;-� ;/� ;1B

��� ������ �!��������� ��*�� A3.� 3=� --/� /6B#� 4�������� ��������	�

���	��� ������� �������� 	� ���	�!�� �
���	� A-=6� -=<� -=.B�

��
� ���� !��� 	� ����!���	�� �	�� ���	�� ������� ������	��� 	� 
�	�

�!� ���� ����� �	�� �*����� ����� A-/1B� ��	�� ����� ��������� A-?3B

��� 	� �!��	������ ����	��� A-//B� +!������� ��� 	��� �� !�	�� �	���	�

���� ��	�� 	� �	��������� ����	�� ��� 	�	�	���� �!������� �� 02�����


�	 A-<6B ��� ��
������ �� ���
	�� ���� �	�� �!���	�� ����*	���	��

�� '��!� �� ��� A-1-B ��� �� ���	��� ������� 	� ��	�� ����� ���������

�� ��!���! �� ��� A-?1B� J���
� ���� ����	�� ���	�	2��	�� ��� ����

�	����� 0������ A-;/� -;-B ��
������ ����� ����	��� �� ����	�	��

������� ��� �!��	��� ���	�	�� 	� �����	2�� ���	����� ��� ������

������ � �����	� 	���
����� 	� ����������

%� ���� ����	�� ���� 	� � ���!�� �	������ ������� ����
��	���

��� ���	���� ��	�� ������ !� �� ��!�� �*��	���� �	���!� �	���	����

��	� ���	���	��� ��� �!�� ����	� 	� �����	�� ����	�� ��� 	�
���������

0�� ��� ���� �� 5���� �� ��� A--;B �� ��� ����	��	�� �� �����������

� ����	����

���� 	� ��� �� ������	�� 
�	�!� �������	
� �����	�� �����

�	)!��� 	� ��� �� ����*	���� ��� ���	��� �����	�� ���	�� �� �*���
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��� ��� �	��� ���� �� 	���!�� !�	������	
� �*��	������ ��	�� ��

��� �	�� ��� ��!� �� � ��	��� 7����� ����� �� ����	��� ����	��	�

���	�� 	� ������ �!�	�� �� ��� ���� ���� ��� ��� �� �*��	����� ����

����� 7 ��� ���� ���������	
� ������� ��� ��!�� ��� ����!���	����

���� �� ���	���	���

0	�	�� �����	��������� ������� �	�� 	� 
�	�!� ����� ����� 	�

��� ���� �� ����!�� ����	��� +� � �	��!��	�� �� 
�	�!� �����	��

������� ��� �	������	�� �� :	� I���� A-=-B� +� � ���� �!	���	�� ��

�����	
� ����� 9��� ������� ��� ����	�� .�= �� D>!��	��� 4��	���

	� 9E A-1/B�



Chapter 6

Sample Complexity of
Policy Evaluation

Summary %� ��	� ������� �� ����	�� ��� )!���	�� �� ���!�!����

	�� �!Æ�	��� �*��	���� �� !�	��� ���
������ �� ���	�� �
��!��	��

�� ������ �� 
�	�!� �������� �� ��
	������ ��� ��������� $�

��	
� ������ ������*	�� ��!��� �������!� �� ����� !��� 	� ����	��	���

����	�� ����� �� ��� ���� �� �!��
	��� ����	���

6.1 Introduction

'��	�� ����� ������� ��� �� ���	���	�� ��� 
��!� �� ���	�	�� "� ���

���	��� �� ��� 
��!�# �� 
�	�!� ��	��� 	� � ���	�� ����� ��� ������� ��

���
� ��� ���������� �

��� ���	�	2��	�� ����	���� ��� �	�� ��

���	���� V̂() �� ��� ��!� �!����� ���� ���� �	�� ��!� �!���� V()

	������ ������� 	� 	� 	������� �� ��
� � ���� ���	���	��� �������∣∣V̂ − V
∣∣ < ε� �� ���� ����� ε ��� ��� ���	��� ��	� ��	�� 	� 	��!������

	� ��!� <�- "������ �� ��!� -�1#�

%� ��	� ������ �� 	���� ��� ���	�	2��	�� 	��!� ��� ����������

�� ��� �
������� �

��&��� �!�� ��� ���� �	�� �� �*��	���� ���

����� �� ������� 	� ��� �� �� ���� �� �����!�� !�	����� ���� 
��!�

���	����� �
� ��� ����� ���	�� ������ %� ���	�!�� �� ��!�� �	�� ��

���� ���� ��� ����	�� 	� ������� ��� �!��� �� ������ �*��	�����

��� ��� ��������� �� 
��!� ���	����� ����� ��� ���	�� ������ $� ���


	�� ��!��� �� ��� !�	��� ���
������ �� ���	����� �� ��� ���	��
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V

���� "��� @	+������� � 
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����&������

������ $� �!����� � ��� �� !�	�� ����� ��!��� �� ������ ����� ����	�

���� ������� �� ���	�	�� �	�� 
�	�!� ������*	�	��� �	�	�� �� ��!��!��

	�� �	�	�	2��	�� A-.6B�

�� �������	2� ��� ���	���� �� !�� ��������� ��	�	�� ����!��

������ ������ "��	# ����	��� %��!	�	
��� 	� ����� ���� ����	� �����

�	�� 	� �	���� �� �� ����� �� � ����� ���� ��� ��	 ����	�� ��� 	����

�!��� �� I��	��� A-.=B ��� ��
������ �� �	��	����� ����	��	��� ����	��

����� �� J�!���� A<-� </B� +� ���� 
�� ����� 
��!�� δ ��� ε� �� �	��

�� �!������ ���� �	�� �����	�	�� ��� ���� (1 − δ) ��� �� 	� ���

���	���� �� ��� 
��!� �!���	�� 	� ���� ���� ε� �������

'

(
�!�
θ∈Θ

∣∣V(θ) − V̂(θ)
∣∣ ≤ ε

)
≥ 1 − δ .

$� ��	
� ��!��� �� ��� �������� ������ �	2� N� ��	�� ������

�� δ� ε� ��� ������*	�� �� ��� ��������	� ����� Θ �*������ �� ���

��
�	�� �!��� N (Θ)� ��� �� !��� ��!�� �� ��� ���	���� �����!��


��!� V	
�� $� ���� �� ��	�	�� ��
��� 	������� ������

Fact 1 (Bernstein [20]) "�� ξ1, ξ2, . . . 	� ����������� �����

�����	��
 ���� ��������� ���� :ξ' 	����� 	� 
�� ��
���� |ξi| ≤
a' a > 0 � #�
 ��� I�(MN) ≤ c� $��� ��� ������� 
��


MN = ξ1 + . . . + ξN 	�� ��� ������� ���������� �� ��� ε > 02

'

(∣∣∣∣ 1

N
MN − Eξ

∣∣∣∣ > ε

)
≤ 2 �*�

(
−

1

2

ε2N

c + aε

)
.
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Fact 2 (McDiarmid [99]) "�� X1, . . . , XN 	� ����������� �����

�����	��
 ������ �����
 �� � 
�� ΩX' ��� �

��� ���� f : Ωn
X → R


���
��


�!�
x1,...,xn,x ′

i∈ΩX

∣∣∣f(x1, . . . , xn) − f(x1, . . . , xi−1, x ′
i, xi+1, . . . , xn)

∣∣∣ ≤ ci ,

"<�-#

�� 1 ≤ i ≤ n� $��� �� ��� ε > 0

'
(∣∣f(X1, . . . , Xn) − :f(X1, . . . , Xn)

∣∣ ≥ ε

)
≤ 2 �*�

(
−

2ε2∑n

i=1 c2
i

)
.

Fact 3 (Devroye) "�� X1, . . . , XN 	� ����������� ����� �����	��


������ �����
 �� � 
�� ΩX' ��� �

��� ���� f : Ωn
X → R 
���
��


��� ������� � ������� "<�-#� $��� �� ��� ε > 0

I�
{
f(X1, . . . , Xn)

}
≤ 1

4

n∑
i=1

c2
i .

Definition 3 "�� Θ 	� � ���

 � ������
 ���� ��� � ������ 
����

��� ��� ε > 0� $�� ������� ���	�� �
 ������ �
 ��� ������� �����

��� ���	�� N (Θ, ε) � ��
�
 � �����
 ε ������� Θ )
�� ����� B�=+�

,� � 
��� ���� �!�
�
 �� 
�� ε > 0 ���� ��� ������� ���	�� �


�������� $�� ������ ������ �
 ������ �
 K(Θ, ε) = ���N (Θ, ε)��

&��� �� ��
 �� 	���� ��	������ �� ���� 
����� ����� ������

������ K�

��� ��� �� ��	� ������ 	� ����	2�� �� �������� 0���	��� <�/ ��� <�1

������ ��� ��	
��	�� �� ������ ������*	�� ��!��� �� 
� ��� �
� ���	�

����� ��������	����� 0���	�� <�3 ������� ����� ��!��� �� �	�	��

��!��� �� ������ ����	�� ����	����� 0���	�� <�; ������� �� 	���
��

���� �� ������ ������*	�� ��!��� ����	��� �� ��!��	�� ��� �	���	����

��	� ��� ���	�� ����� ������*	�� ����	����	���� 0���	�� <�< ������

���� ������� ��� ��
	��� �	��!��	�� �� ��!����

6.2 Bounds for �� Estimator

$� ���	� �� ��	
	�� ��!��� �� ��� ��
	��	�� �� ��� 
� ���	���� ��

� �	���� ���	�� ��� 	�� �*������	�� !�	�� ,�����	��� 	��)!��	���
��������� �� C��	� !/"$- ��	 ����	
� �� �	���� 	����
� ,�� �������	 ��

D��������+ !##- #8$ �� ε���	�����
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θ

θ

1

1

2

θ

2θ

3θ

Θ

2

1

θ

θ

Θ

���� "��� 9�+	���� �� 
����� �
��	 ,��� �,� � 	�	�� ��+	� ��&	��

Lemma 6.1 (� ��� ���������� ����� θ ∈ Θ ��� ��� ����� 	���

� �������� ���� η' ��� �
������� ����� V̂ ��(θ) 	�
�� � N 
�����


�
 ��
�� ���� ε � ��� ���� ����� V(θ) ���� ��	�	����� �� ���
� (1−δ)

��2

N > 2 ���(2/δ)
(V	
�

ε

)2

(η − 1) ,

'���L %� �! ���!�� ξi = R(hi)wθ(hi, θ
′)� ��� :ξ = :θ ′

[
R(hi)wθ(hi, θ

′)
]

=

:θ

[
R(hi)

]
= V(θ) ��� a = V	
�η� 7����	�� �� �)!��	�� ";�1# ��

��
� c = I�(MN) = I�V̂ ��
θ ′(θ) ≤ N

V2
max

N
(η − 1) = V2

max(η − 1)� 0�

�� ��� !�� ,�����	��� 	��)!��	�� �� ���� �� � ���	�� θ� ��� ������	��

��
	��	�� ��!��L

'
(∣∣V(θ) − V̂ ��(θ)

∣∣ > ε
)
≤ 2 �*�

[
−

1

2

ε2N

V2
max(η − 1) + V	
�ηε

]
= δ .

"<�/#

7��� ���
	�� �� N� �� ��� ��� ��������� �� 8���� <�-�

%� ��� ����	�L

���(2/δ) =

[
1

2

ε2N

V2
max(η − 1) + V	
�ηε

]

N = 2 ���(2/δ)
(V	
�

ε

)
η + 2 ���(2/δ)

(V	
�

ε

)2

(η − 1) ,

�	
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>��� ���� ��	� ��!�� 	� �� � �	���� ���	��� $� ���� � ���
������

��!�� 
���������
�� �� ��� ���	�	�� 	� ��� ����� Θ� $� ������ !�	��

�����	��� !�	��� ���
������ ��!��� �� ��
�	�� �!���� �� � ����!�

�� ������*	���

Theorem 6.1 %���� � ���

 � ������
 Θ ���� ����� ������� ����

	�� N (Θ, ε)' ��� ����� 	��� η � ��� �������� ���� wθ(hi, θ
′)'

��� ε > 0' ���� ��	�	����� �� ���
� 1−δ' ��� ��8������ |V(θ)−V̂ ��(θ)|

�
 ��

 ���� ε 
���������
�� �� ��� θ ∈ Θ �� ��� 
����� 
���

N ≥ 128η
(V	
�

ε

)2(
���(8N/δ)

)
.

'���L %� ��	� ������ �� �*���� �)!��	�� "<�/# �� ����� <�- ���

� �	���� ���	�� θ �� ��� ����� Θ� ��	� �)!	�� ��� ������ �	2� N ��

	������ �����	���� �� ���	�
� ��� �	
�� ��������� ��
�� δ� %� 	� ���

��!���� �� �� ��� ��
�	�� �!��� N �

��� ��	
��	�� !��� ��������� ������	���	�� ��� 	� �	�	�� �� ���

!�	��� ���
������ ��!�� �� '����� A-/=B"��� ����� /3�/.#� !�	��

,�����	��� 	��)!��	�� 	������ �� J����	���� A<1B� 0�� ���� 9�����

3 �� ,�������� ���� A;B "	� ���	�!��� ����	�� 3�1 D'��� �� @�	���

9��
������ 4��!��E� �� 3;�;?#�

'

(
�!�
θ∈Θ

∣∣V(θ) − V̂ ��(θ)
∣∣ > ε

)
≤ 8N

(
Θ,

ε

8

)
�*�

[
−

1

128

ε2N

V2
max(η − 1) + V���ηε

8

]
.

0��
	�� �� N �	���� ��� ��������� �� ��� �������

%� ��� ����	�� �� ���
� �� N� ����	�� ρ = ���(8N/δ)� �� ���

ρ =

[
1

128

ε2N

V2
max(η − 1) + 1

8
V	
�ηε

]

N = 16
(V	
�

ε

)
ρη + 128

(V	
�

ε

)2

ρ(η − 1) .

��	� �	
�� !� ��� ��������� �� ��� ������� �	
>�� �� ��
� � ��	����� ����� ��!�� �� ��� 
� ���	���� !�	��

��(	��	��� ������� �	�� ��� �!���� �� ���� �����	��� �� ����

��!����
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��� ��	
��	�� 	� ����� �� ��� ���� ���� �����	�� ��� �	���� hi 	�

��� ��� �� ������� hi, i ∈ (1..N) �� ��� ���	���� V̂ ��
θ ′(θ) �� �)!��	�� ;�/�

������ ������ ��� 
��!� �� ��� ���	���� �� ��� ���� V���η

N
�

f(h1, . . . , hN) = V̂ ��
θ ′(θ) =

1

N

∑
i

R(hi)wθ(hi, θ
′).

�!�
h1,...,hN,h ′

i∈H

|f(h1, . . . , hN) − f(h1, . . . , hi−1, h ′
i, hi+1 . . . , hN)| ≤ 1

N
V	
�η .

"<�1#

7����	�� �� ��(	��	��� ������ /� �� ���

'
(∣∣V(θ) − V̂(θ)

∣∣ > ε
)
≤ 2 �*�

(
−

2ε2N

V2
	
�η

2

)
, "<�3#

��	�� �	
�� !� ������ ��!���

N = O

((
V	
�

ε

)2

η2 (K + ρ)

)
. "<�;#

6.3 Bounds for ��� Estimator

%� ��� �� �	���	�� ��� ��������	��� �� ���	� �� ��
	�� � ������

��	�� �	���� ��� ��	� ��!��� ��	� ����� ������ ��� !��� ��!�� ��

��� ������ 	� ��� 
��!� �� ��� ���	���� V̂���
θ ′ (θ) ���� �����	�� ���

�*��	���� hj �� ������ �*��	���� h ′
j 	� ��� ��� �� ������ �*��	�����

hi, i ∈ (1..N)�

Lemma 6.2 (� �������
 wθ(hi, θ
′) ��� R(hi)' 
��� ���� 0 < a ≤

wθ(hi, θ
′) ≤ b ��� 0 ≤ R(hi) ≤ V	
� �� ��� i ∈ (1..N + 1) ���

f(h1, . . . , hN) = V̂���
θ ′ (θ) =

∑
i R(hi)wθ(hi, θ

′)∑
i wθ(hi, θ ′)

,

�� ����2

�!�
h1,...,hN,hj,h ′

j∈H

∣∣∣f(h1, . . . , hN)−f(h1, . . . , hj−1, h ′
j, hj+1 . . . , hN)

∣∣∣ ≤ V	
�b

Na + b
.

"<�<#
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'���L 8���� �!� �� !��� ��!�� �� ��� �	������L∣∣∣f(h1, . . . , hN) − f(h1, . . . , hj−1, h ′
j, hj+1 . . . , hN)

∣∣∣ =

=

∑
i�=j wθ(hi, θ

′)R(hi) + wθ(hj, θ
′)R(hj)∑

i�=j wθ(hi, θ ′) + wθ(hj, θ ′)
−

∑
i�=j wθ(hi, θ

′)R(hi) + wθ(h ′
j, θ

′)R(h ′
j)∑

i�=j wθ(hi, θ ′) + wθ(h ′
j, θ

′)[
����	�� R(hj) �� V	
� ��� R(h ′

j) �� 2�� �	��� ���� ���� ����� ���� 	� ��� �)!��	��L

]

≤
∑

i�=j wθ(hi, θ
′)R(hi) + wθ(hj, θ

′)V	
�∑
i�=j wθ(hi, θ ′) + wθ(hj, θ ′)

−

∑
i�=j wθ(hi, θ

′)R(hi)∑
i�=j wθ(hi, θ ′) + wθ(h ′

j, θ
′)

,

[
��� ��*� ���� 	� ������ �� ��� wθ(h ′

j, θ
′) = wθ(hj, θ

′) = b 	� �����	����L

]

≤
∑

i�=j wθ(hi, θ
′)R(hi) + bV	
�∑

i�=j wθ(hi, θ ′) + b
−

∑
i�=j wθ(hi, θ

′)R(hi)∑
i�=j wθ(hi, θ ′) + b

=

∑
i�=j wθ(hi, θ

′)R(hi) + bV	
� −
∑

i�=j wθ(hi, θ
′)R(hi)∑

i�=j wθ(hi, θ ′) + b

=
bV	
�∑

i�=j wθ(hi, θ ′) + b[
��	�� 	� ������ ��*	�	2�� �� wθ(hi, θ

′) = a

]

≤ V	
�b

Na + b
.

�	

Lemma 6.3 %���� ��� ����� 	��� η � �������� ���� wθ(hi, θ
′)

��� ��� ��!���� ����� V	
�'

'

(
�!�
θ∈Θ

∣∣∣V̂���(θ) − :
[
V̂���(θ)

] ∣∣∣ > ε

)
≤ 8N

(
Θ,

ε

8

)
�*�

[
−

ε2(N + η2)2

32V2
maxη4N

]
.

'���L $� ��� ����� ���� 	� ����� <�/� wθ(hi, θ
′) �� �	���	����

��	�� ��� R(hi) �� ��� ��!�� �� ��������	�� �*��	����� hi� +�

��� ����	�� ���� �� wθ(hi, θ
′) ���� b = η� a = 1

η
�� ��� � ��!��L

V	
�η
2

N + η2
� ��� 	��)!��	�	�� ������ ��� ��	� ����� ��� 
�	���� �� �
�

���	���� �����	�� �� (�
��� ������ 	�

I�
{
V̂���(θ)

}
≤ V2

maxη4N

4(N + η2)2
� I�

{
V̂���(θ)

}
≤ O

(
V2

max

N

)
.
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��(	��	��� ������ �	
��� �� ��� ���	�!�� ���	�� θ ∈ ΘL

'
(∣∣∣V̂���(θ) − :

[
V̂���(θ)

] ∣∣∣ > ε

)
≤ 2 �*�

[
−

2ε2(N + η2)2

V2
maxη4N

]
.

:*����	�� ��	� ��� ��� ���	�� �� ��� ����� Θ� �������!� �� ��� �����

�� <�- ��!��� 	� ��� ��������� �� ��� ������ �	

Theorem 6.2 %���� � ���

 � ������
 Θ ���� ����� ������� ����

	�� N (Θ, ε)' ��� ����� 	��� η � ��� �������� ���� wθ(hi, θ
′)'

ε > 0 ��� δ > 0'

N ≥ 32

(
V	
�

ε

)2

η4
(
K(Θ) + ���(8/δ)

)
.

'���L 8���� <�1 �	
�� !� �� �)!��	��

8N (Θ,
ε

8
) �*�

[
−

ε2(N + η2)2

32V2
maxη4N

]
=δ .

8�� !� ������ ρ = ���
(

8N
δ

)
��� ���
� �� > �� ��� ��� ������ ������*�

	�� ��!���

ε2(N + η2)2

32V2
maxη4N

= ρ

ε2N2 + 2ε2η2N − 32V2
maxη4ρN + ε2η4 = 0 .

0��
	�� ��� )!����	� �)!��	�� �	�� ������ �� N�

N =
1

2ε2

(
−2ε2η2 + 32V2

maxη4ρ +

√
4ε4η4 + 210V4

maxη8ρ2 − 27ε2η6ρ − 4ε4η4

)

=
1

ε2

(
−ε2η2 + 16V2

maxη4ρ + 4η3

√
(16V4

maxη2ρ − ε2) ρ

)

≥ 1

ε2

(
−ε2η2 + 32V2

maxη4ρ
)

≥ 32

(
V	
�

ε

)2

η4ρ .

�	

6.4 Comparison to 	� Bound

%� ��� �	����	�� ��� �� C���� �� ��� A.1B� ��� 	��!� �� ������	��

���!�� 	������	�� �� �����	�� ��� �������� ���	�� 	� ����	�����
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���� "��� 9��
������ �� ���
�	 ���
�	:��� ������

0����� ������*	�� N


� 128

(
V	
�

ε

)2

2T (1 − c)T
(
K(Θ) + ��� (8/δ)

)

�
� 32

(
V	
�

ε

)2

24T (1 − c)4T
(
K(Θ) + ���(8/δ)

)

�	

(
V	
�

ε

)2

22T VC(Θ)
(
T + ���

(
V���

ε

)
+ ���(1/δ)

)
���(T)

8�� !� ������ �! ������ ������*	�� ��!��� �	�� � �	�	�� ��!��

�� ���	 @���
�	�� ���3������
A ����	���� @�	�� � ����� ���	��

"������	�� ���	��� !�	����� �� �����#� ��	� ����	��� �������� �

��� �� �	���� ����� ��	� 	������	�� 	� !��� �� ����� ���	����� ����

!�	����� ���
��� �� ��� �!� 
��!��� J���
�� ��	� ��� ��	�� ��

��
	�� � ������	
� ����� �� ��� ��
	������� ��	�� ������ �	�!���	��

�� � ���� �� ��� ��
	������ �� ��� ����� ��� ��� �*��!�	�� �� ���

���	�� �� ������ �� 	����	��� ����� 7���� ��� �!�� �� 	������	��

	� ���	��&�� ���	���� �� � ���	�� 
��!� 	� �!	�� ���� �� � �!���� ��

�*��	������ D����	�����E �	�� ��� ���	����� ���	���

$� �	�� ���� � �����	��� ����� �� � �����	�� ���	�� ���� �������

��� �� ��� ���	��� !�	����� �� �����L '
(
a
∣∣h) = 1

2
� +� ��� ��	2��

T � ��	� �	
�� !� �� !��� ��!�� η �� ��� �	���	���� ��	�L

wθ(h, θ ′) ≤ 2T (1 − c)T = η . "<�.#

0!���	�!�	�� �*����	�� �� η� �� ��� ������ �! ��!��� �� ��� ��!��

�� C���� �� ��� �� �������� 	� ����� <�-� 7�� ��!��� �� �*������	��

	� ��� ��	2��� ����
� 	� ��� ���� ����� ��� ���������� ��
(

V���
ε

)
��� �� �*�� ����	���	� ��� ���� ���� )!����	�� %������	�����

��� ���� ��� ����� �!� 	� �� ���	�� ���� ��
�	�� � ���� �� 0 ��

Vmax �� 	���
��� �� �	2� ε �	
�� � ��
�	�� �!��� N =
(V���

ε

)
���

� ��������	�� ���	� ������ K = ���
(

V���
ε

)
� %� 	� ���	��� �� �*����

���� ��!��	�� 	� ������ �	2� �� �� ����	��� ������� �� @���
�	��

���3������
A� �	��� ��� ���� !��� ��� �������	�� �� �
��!��	�� �� ���

���	��� ��	�� ��� ����� !��� �!�� � �!���� �� ��� �������	��� ��� �����

�� ��!��	�� ���� ��� �� �� �	�� ��� ����	�� �� ������� ��� ��� !�	)!�

�����	�� ���	�� ��	�� ��!�� �� �!��� �� �
��!��	�� ���� ���	�	��&�

����	����	�� )!���	�� �	����� ������ �� � �	����	�� �� ���	�� �����
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VC(Θ)� 9����� �� �! 	��!	�	��� ��� ��!�� �� 
� 	� �	���� ���� ���

��� �� �
� ���	����� ��	� ��!�� �� ���	�!��� �� !�	�� ��(	��	���

�)!��	�� 	� ��� ��	
��	��� ��� ���	� ������ K(Θ) ����� ��� ����� ��

��� ����	����	�� VC(Θ) "�	�� 	� C���� �� ��� A.1B# 	� ���� �� ���	��

����� ������*	��� ���	� ������ 	� � ��� ����� ����!� �� �����	��

���� �	��	����	�� �	��� ��� �	��	����	�� 	� �� !��� ��!�� �� ���

����� �!���	�� ��	�� 	� �� !��� ��!�� �� ��� ���	� ������ A-.6B�

$� !�� ���	� ������ ���� 	� � !�	�� ��!�� ��� �� � ������� ��

��!��	�� ��� �	���	���� ��	� 	� ��� ��*� ����	���

6.5 Bounding the Likelihood Ratio

%� ��	� ����	�� �� ���� ���� 	� �� �� ���	�� �	�� � ���	�� �����

�� � �	�	��� ������*	��� ��� �	���	���� ��	� ��� �� ��!���� ���
�

���!�� ��� ��
�	�� �!���� �!� �� ��� �	�	� 	� ����	����	�� ���	����

4������ ���� �� �� ��� �� ������ � �����	�� ���	��� ��� ���� 	�

�� ��� � �����	�� ���	�� ���� �	�	�	2�� ������ ������*	�� �� ���	��

�
��!��	�� �� � �	
�� ���	�� ������ $� ��
� �	��!���� ���� 	� ����� ��

��� �����	�� ���	�� �� �� ���	��� �	�� ������ �� ������ "��� ���� ..#�

J�� �� ��!�� �	�� �� ����	�� ���� 	� ����� �� � �����	�� ���	�� θ

�� �� ���	��� �	�� ������ �� � ���	�� ����� Θ� ��� 	��!	�	�� 	� ����

�� ���� �� �	�	�	2� ��� ��*	��� ����	��� �	������ 	� �	���	����� ��

��� �*��	���� !��� �! �����	�� ���	�� ��� ��� ���� ���	�� ��� �

�	
�� ���	�� ������ ��	� ����� ���� ��� �����	�� ���	�� 	� ���	��� 	�

��� 	������	���������	� ������ 9����	�� ��� ���	��� �����	�� ���	��

������ !� �� 	���
� ��!��� �	�� ���� �� �*������	�� ���������� ��

��� ��	2�� T �

��� ��	
��	�� 	� 
�� �	�	�� �� ��� ��� �� �� !��� ��!�� �� ���

�	�	��* ���� �� ���	��	�� �����	�	�	�� !��� ����	���	� ���� A13�

--3B� ��� !��� ��!��� �� ����	���	� ���� �� !�� ��� ��� ����	���

�� ���� ��� J�!���� A--3B ��� ���� ������	2�� �� 9����,	����	

��� 8!���	 A13B� ��� ��!�� �� 9����,	����	 ��� 8!���	 	� ��� �	�����

������ �� ��� �	��������� ����	�� ������ �	��� 	� ����	�� �� ��� ����

�� ��	��� ���� ���� 
����� �*����� ��	�� ��������� �� ����	��

� ���	��� +	��� �� ����	�� ��� ��)!���� ���	��	�� ������ ��� ��!��

�� 9����,	����	 ��� 8!���	� ���� ���� ��� �� !�� ��	� ��!�� 	� �!

���!��
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Sequential Prediction Game

$	�� ���� ��!�� �� �����	��� �� ���	������� ����	�� � ��)!���	��

���	��	�� ���� 	� ��� ���� �����	�� �� �	��������� ����	�� ����

��� �� ���� �*��	�	� ������	� ��������� %� � ��)!���	�� ���	��	��

����� T ������� hT
a = 〈a(1), . . . , a(T)〉 �� ����
�� ��)!���	�����

7��� ���� ����
��	�� a(t − 1)� � ����� 	� ����� ��� �	���� 	� 	�

�� ���� 
��!� a ∈ A �� �� ��� ��!� ����
��	��� ��� �������

���� 	� �� ���	�� � �����	�	�� �	��	�!�	�� '(a(t)|ht−1
a ; θ ′) �����

�� ��� ��
	�!� 
��!��� $��� �� ��� ��*� �	�� ���� t� ��� ���

�!�� ��� ����
��	�� a(t) 	� �
������ ��� ����� �!��� � ���� ��

− ���('(a(t)|ht−1
a ; θ ′) � 7� ��� ��� �� ��� ����� ��� ����� ��� �!��

���� � ����� ���� �� −
∑T

t=1 ��� '(a(t)|ht−1
a ; θ ′)� @�	�� ��� ��	�� �	��

�	�!�	�� '(hT
a|θ ′) =

∏T

t=1 '(a(t)|ht−1
a ; θ ′) �� �� ��	�� �� �	�� ���

���� �� − ��� '
(
hT

a|θ ′)�
$��� 	� 	� ����� ���� ��� ��)!����� hT

a �� �������� �� ����

�����	�	�� �	��	�!�	�� θ ��� ��� ����� Θ� �� �	��� ��� ���� 	� ���

���� ������L ��� �	������ 	� ��� ���� ������� ��� ����� ��� ��� ����

�*��� 	� ��� ����� ����� Θ �� ��� ���� ��)!����L

LT = 	��
θ ′

�!�
hT

a

{
− ��� '(hT

a|θ ′) + �!�
θ∈Θ

��� '(hT
a|θ)

}
.

@�	�� ��� �*��	�	� ���!�	�� �� ��� �	�	��* ������ �!� �� 0�����
 A-;1B�

9����,	����	 ��� 8!���	 ��
� ��� ������	�� �������

Fact 4 (Cesa-Bianchi and Lugosi [34] (theorem 3)) (� ���
����� ���

 Θ2

LT ≤ 	��
ε>0

(
���N (Θ, ε) + 24

∫ε

0

√
���N (θ, τ)dτ

)
.

%� 	� ��� ���� �� ����� ��� ������ �� ��!��	�� ��� �	���	����

��	� �� ��� ���� ���� ����� %��!	�	
���� �� �� ���	�� ���� 	� ���

���� ���� �	���	���� ��	� 	� �� ��
� ��� ���	��� �����	�� ���	��� ���

�	���	�� ����� ���� �! �����	�� ���	�� �	�� 	��!�� ���	�� ��)!�����

�	�� �����	�	�	�� ����� �� ��� ���	�	��� ����� 
��!�� �� ���� �� ���	�

����� 4������ ���� ��� �	���	���� ��	� ������� ���� �� ��� ���	��

��)!���� ha 	� ��� �	���� h "��� 8���� ;�-#� $� ���� �� ��
	��

�� !��� ��!�� �� ��� ��*	�!� 
��!� �� ��� ��	� ��(ha|θ)
��(ha|θ ′) � ��	��

��������� �� 	��θ ′ �!�ha

(
��(ha|θ)
��(ha|θ ′)

)
.
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Lemma 6.4

	��
θ ′

�!�
ha

(
'(ha|θ)

'(ha|θ ′)

)
≤ 	��

θ ′
�!�
ha

(
�!�θ∈Θ '(ha|θ)

'(ha|θ ′)

)
.

'���L ��� ��������� �� ����� 	����	����� ������� �� ��� ����	�	��

�� ��� ��*	�!� �	���	���� ���	�� �!�θ∈Θ '(ha|θ)� �	
J�������� �� ��� �	����� ����� ��� ��!��� �� 9����,	����	 ���

8!���	 ��� ��� � ��!�� �� η = �*�(LT )� >��� ��� ����	���	� ������

����� �� ��� ��!�� �� LT �	�� ������ �� ��� ��
�	�� �!��� N �

����
�� �	��� ���	��� a ������ �� ��� ��	�� ��� �� ���	��� A� ����

�� ��� ����� �� 9����,	����	 ��� 8!���	 ����	�� ��	�� ���������

����� A13B� %� ���	�!��� �� ���� D������	�E �������&��	�� ��� ��

������	2�� �� � ��!���� �!���� �� Rn 	� ���� D������E ��� A13B&

��� ���	� ������ ������ �� �������L �� ���� ���	�	
� ��������� k1 ���

k2�

���N (Θ, ε) ≤ k1 ���
k2

√
T

ε
.

+� �!�� ���	�	�� ��� �	�	��* ���� ��� �� ��!���� ��

LT ≤ k1

2
��� T + o(��� T) ,

��	�� ����� ��� �	���	���� ��	� ��!�� ��

η ≤ O
(
T

k1
2

)
.

��� ������ ������*	�� ��!�� �� ��� 
� ���	���� �������

N ≥ 128

(
V	
�

ε

)2

T
k1
2

(
���

(
V	
�

ε

)
+ ���(8/δ)

)
.

�� �����!��� ���� �� �!�� ���	�� ������� �� ��	�� �� �*������	��

���������� �� ��� ������ ������*	�� �� ��� ��	2�� 	� ��	�	������

���!�	�� �� ���� ��� �� ��� ��� ��������	�� ���	��� �����	��

���	��� J���
�� 	� ���	�� �� ���� ������ �� ���	���� � ��������

k1 ��� �� ����	� � �����!��	
� ���!�	�� �� ��� ���	���	�� �������

>������ �� ��� � ��� �� �����	�� � �����	�� ���	�� ��	�� �	�	�	2��

��� ������ ������*	���

6.6 Discussion and Open Problems

%� ��	� ������� �� ����	���� ��� )!���	�� �� ���!�!���	�� �!Æ�	���

�*��	���� ��� ��
� ������ ������*	�� ��!��� �� ���	�� �
��!��	��
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!�	�� �	���	���� ��	� ���	���	��� >��� ���� �� ����� ��!��� �� ��

����	���!�� ��� ��
�	�� �!��� N (Θ) �� ��� ����� �� ���	�	�� Θ ���!��

�� ��	��� $� ���� ���	�
� ���� �	�� ��� 	���!� ������	� ���� ����

������ 	� �! ��!��� ��!�� �� 	���
���

$� ��
� ������ �	��!���� ��� ����	�� �� ��	� ��� �� ��� ��

C���� �� ��� 	� ����	�� <�3� �����! A6-B ��� �������� ��� 	��!� ��

����!���	���� ������*	�� 	� ��� ����	�� �� C���� �� ��� A.1B �� ������

�	��	�� � �������	�� ������� ��
���� 	����� ��������
 "��
����

	�� ����	�� ����� A=;B# ��� ����!�	�� � �������� ���	�� ��� � �	
��

����� �	�� ������ �� � ��	�����	2�� ��!�� 7����� �� �� ����	���

���� ����� ��� ���	�� ����� �	�� ���� ��*	��� ���	��	��� �!��� ��

�	������ 	� ���!���� ��	� ����	��� 	� !��� �� ������� D	������	
�E

�	���	�� 	� ��� ������ ������	�� 
�	�!� ���	�	�� 	� ��� ������ ��� ���

���	�� � �������	��� ���	��� %� ��	� ����	�� � ��� 	���
������ 	�

��!��� �� ����� 5���� �� ��� A;3B ��
	�� ��� J����	�� �	�� ��
	��	��

��!�� �� ����	� ����
 ���	� 	� !��	���!���� ���� ���!�� I���

4�� 	� �	� �	������	�� ��
	��� ������ ������*	�� ��!��� �� !�	���

���
������ �
� ��� ����� ����� A-1.B �� ����	�� �	�� 
��!� �����

��������

0����� ������*	�� ��!��� "������� <�- ��� <�/# ��	
�� 	� ��	�

������ ������ �� ��� ��
�	�� �!���� %� ���	�� �� ���� ����

��� �� ���	���� ��� ��!�� ��
�	�� �!��� �� 
�	�!� ���������� 	�

���	�!�� �� ��	�� 7� ��� ���� �!������� �� '��� ,������ ��� ��	
��

�	�� 	� �	���� �� ������ �	�	�� ��� �� ��!��� ��!�� ������� A31B�

���� ��� ��
�	�� �!��� ��� ���� ������	����� �� �� ���� �� �����

� 
�� 	������� )!���	�� �� ��� �� ������ ����� ��
��� ����	����

���	�� ��������

�! �����	�� ��� 	� �	�	�� �� ���� �� ��� ��!��!�� 	�� �	�	�	2��

�	�� �	��	��� �� I���	� A-.6B� ��� 	��!	�	�� 	� ���� �	
�� 
�� �	�	���

����� ��� �	��� ���� �� ��� �	�� � �	�	�	
� ����� �� ���������� �	��

�	�� ���������� ���� ���� ����	�� ���� 	� � ����	��	����� ����� �� ���

�������� �!� �� ��� ���������� +������� �� ��!�� ��
� ��� ������	��

������L �	
�� � ��� �� ���	�� ������� Θ1, Θ2, . . . �	�� ��������	��

��
�	�� �!���� N1,N2, . . .� � ��������� δ ��� � �!��� �� �
�	�����

������� N� ������ �� ��!��� ε1, ε2, . . . �����	�� �� ������ <�-

� <�/�

7����� ��� �� !�� ������ ������*	�� ��!��� 	� �� ��� ���� 	�

��� �	�	��� �*��	���� �������� �� �� ���� �� ��
	�� ��� ���	����

�� ��� ���	�� 	� ��� ����� �	�� � �	
�� ���������� ��	� ���� ��
	���



������� �	 ������ ������
�� � ��
�� �������
�-?<

	��	��� �� � ��� ���	�	2��	�� �����	)!�� 5	
�� ��� 
��!� ���	����� ���

�!��� �� ������� !���� ��� ��� ��
�	�� �!��� �� ��� ���	�� ������

��� ��� ����� �� ���	��� ���	�	�� 	� � ����� !�	�� � ��� ���� �!���	��

V̂(θ) + Φ(N , δ, N) ≤ V(θ)� ��	� 	� �	�	�� 	� ��		� �� !�	�� ��!��!��

	�� �	�	�	2��	�� 	������ �� ���		��� 	�� �	�	�	2��	���

��� �����	�� �� ��� ����� �� ���	�	�� 	� ����!�� �� ��!��� �� ��
�

�	�� �!���� 	� �! ��� � �� �	��	����	�� 	� ��� ��� �� C����

�� ��� A.1B� ��� ���� ���� ���!���	��� �� ����� ��!��� ����� ����

���� �� ��� ����� �� ����	��� !��� 7� �������	
� ��!�� �� �� !��

��� ���		��� � ���� ��������� ����!�� �� �����	�� ����� ��� ���

�		��� �	��	����	�� A-=?B � ��*	��� �	�������� ������	�� �� ���	��

�� ���� A-/B� ��	�� ���� �� �	
� ��� ���!��� ��!����

��� �!��������� 	��� ���	�� �	��������� ����	�� 	� ���� ���
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Teori� Poiska Strategii v Komputernom
Obuqenii s Poowreniem

Refferat dissertacii Leonida Pexkina, 2002
Massaqusettski� Tehnologiqeski� Institut, SXA

Odno� iz osnovnyh zadaq v oblasti iskusstvennogo in-
tellekta �vl�ets� postroenie formal�no� modeli vzaimod-
e�stvi� intellektual�nogo agenta so sredo� ego obitani�.
Process preobrazovani� sosto�ni� sredy mo�et byt� pred-
stavlen v vide cepi Markova. Sosto�nie cepi pri �tom
tol�ko qastiqno nabl�daemo agentom. De�stvi� agenta
vli��t na dinamiku perehodov sredy iz tekuxego sostoy-
ani� v sledu�xee. Dinamika sredy podqin�ets� opredelen-
nym pravilam, neizvestnym obuqa�xemus� agentu. �ta model�
poluqila nazvanie “process Prin�ti� Rexeni� v Qastiqno
nabl�daemo� cepi Markova” (PRQM).

Danna� dissertaci� predstavl�et vklad v oblast� adapti-
ru�wihs� agentov v ramkah teorii obuqeni� s poowreniem.
Obuqenie s poowreniem �to obuqenie strategii povedeni�
— to est� funkcii opredel��we� sootvetstvie deistvi�
nabl�deni�m — na osnove vnexnego poowritel�nogo sig-
nala. �to prome�utoqna� forma obuqeni� me�du “obuqe-
niem s uqitelem” i “obuqeniem bez uqitel�”. Obuqenie s
poowreniem mo�no predstavit� kak poisk optimal�no� strate-
gii sredi mno�estva dostupnyh strategi�, proizvodimy�
putem nabl�deni� i vzaimode�stvi� so sredo�. Faktiqeski
– metodom prob i oxibok.

Mno�estvo strategi� agenta opredel�ec� arhetekturo�
regul�tora agenta. V rassmatrivaemo� modeli (PRQM) v reg-
ul�tore neobhodimo naliqie pam�ti. V danno� disertacii
issledu�c� razliqnye podhody k sozdani� regul�torov s
pam�t��. Rassmotreny kak regul�tory s vnexne� pam�t��,
tak i regul�tory – koneqnye avtomaty, i raspredelennye reg-
ul�tory multi-agentnyh sistem. Dl� rassmotrenyh tipov
regul�torov razrabotany detal�nye algoritmy obuqeni�, os-
novannye na metodah optimizacii putem gradientnogo spuska
na funcii usrednennogo signala poowreni�.



Krome togo, razrabotany metody ocenki strategii s pov-
tornym ispol�zovaniem poluqenogo opyta, osnovannye na
statistiqesko� teorii obuqeni� i teorii planirovani� eksper-
imentov. Rassmotren vopros o razmere vyborki dannyh neob-
hodimyh dl� odnorodno� shodimosti ocenok strategi� na vsem
dostupnom klasse. Dl� razliqnyh sposobov ocenki poluqena
forma zavisimosti trebuemogo razmera vyborki dannyh ot
parametrov konkretno� sredy. V zakl�qenie effektivnost�
razrabotannyh algoritmov prodemonstrirovana v prilo�enii
k r�du konkretnyh zadaq. V qastnosti k zadaqe adaptivno�
marxrutizacii paketov v simulirovano� srede peredaqi dan-
nyh.
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Notation

A ��	 �	� �� ������� 0
� #1

a(t) �� ������ �� ���	 t 0
� #1

B ��	 ���	�+����� �������� 0
� #1

c ��	 ������� 
���������� �� ������ �� ���������� 
����� 0
� ��1

D ��	 ��� �	� 0
� 8/1

E ��	 	:
�������� ����	 0
� �/1

G � ����	����� �� ��	��� 0
� //1

H � �	� �� 	:
	��	��	� 0
� �71

h ��	 	:
	��	��	 0
� �71

L � �	��	� �� �	5�	����� 
�	������ ���	 0
� �7%1

M � ����	 �	� �� ���	���� ��������	� ����	� 0
� %/1

N �����	� �� 	+	��� 0
� �%1 �� ��	: ��&	

N ��	 ��+	���� ����	� 0
� *41

O ��	 �	� �� ���	�+������ 0
� #1

R(h) ��	 �	���� �� ��	 	:
	��	��	 h 0
� �71

r(t) � �		���� �� ���	 t 0
� #1

S ��	 �	� �� ����	� 0
� #1

T ��	 ����	 ���������� �������� 0
� #1

t,τ � ���	 ��	
 0
� #1

V(θ) � +���	 �� ��	 
����� θ 0
� ��1

w � ���	����� �����

x,y ���� �� 
��	 
�������� �� � 
��	 ��������� ����� 0
� %*1

α � �	������ ���	

β ���� �� �� 	��������

γ ��	 ������� ������

∆ �� �
��	 ��� 
����� 
����	�	� 0
� ��1

δ � ����	��	 +���	

ε � ����� ����	�

η ��	 �

	� ���� �� ���	����� ����� 0
� �7�1

Θ ��	 �
��	 �� 
�����	� 0
� ��1

θ ��	 
����	�	��&����� �� � 
����� 0
� ��1

κ � �	����	� +������	 ��� ���	����� �����

λ �� 	:
�������� ����� 0
� 8#1

µ,µd � 
����� �������� 0
� ��1

ρ ��	 �		���� �������� 0
� #1

σ ������ 	+������

ζ ��	 �	�
	�����	 �� (���&���� 
���	�� 0
� �41

Φ(h) ��	 ������ �� ��	 
���������� �� ��	 	:
	��	��	 h �	���	 �� ��	 	�+�����	�� 0
� ��1

Ψ ��	 ������ �� ��	 
���������� �� ��	 	:
	��	��	 h �	���	 �� ��	 ��	�� 0
� ��1
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